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Sammanfattning

Malet med denna avhandling 4r att bidra med kunskap om hur digital teknik
kan bidra till att utveckla matematikundervisning. I studien riktades intresset
mot undervisning i tredimensionell geometri som skedde med stéd av
interaktiva skrivtavlor. Syftet var att studera hur liraren utnyttjar tekniken for
att skapa matematiska situationer vilka kan méjliggéra lirande. Studien har en
etnografisk inriktning dir forskaren under fem veckor féljde en ldrares
teknikunderstédda undervisning i en klass i arskurs 9. Det empiriska
materialet samlades in genom videounderstédd observation, intervju med
liraren, fokusgruppsintervjuer med elever samt elevtester. Detta material
analyserades med fokus pa de sitt pa vilka liraren utnyttjar tekniken for att
lyfta fram och arbeta med det matematiska innehallet. Resultatet visar att
ldraren utnyttjar flertalet strategier som tekniken erbjuder for att representera
det matematiska innehéllet och med teknikens hjdlp vixla mellan olika
representationsformer, t.ex. genom att bearbeta, flytta och klona geometriska
figurer. Ldraren 4r overlag positiv till anvindande av teknik i
matematikundervisningen, och de fordelar med tekniken som hon lyfter fram
ar att den hjilper och understédjer henne utifrin de behov som uppstar i
undervisningen och ger henne fler verktyg att belysa sidant som en del elever
kan ha svart att fi syn pa. Resultatet visar dven att det fordras mycket arbete av
ldraren att sitta sig in i teknikens méjligheter och anpassa dessa till den egna
undervisningen. Aven eleverna ir positiva till undervisning som sker med stéd
av teknik di de menar att det hjilper dem att skapa sig en forstdelse for
tredimensionell geometri. Detta stirks av resultaten pa det uppfoljandetest
som genomfordes efter arbetsomridet vilket visar att eleverna pi ett patagligt
sitt utvecklat sin forstielse f6r geometriska begrepp.

Nyckelord: Etnografi, Geometri, Interaktiv skrivtavla, Matematik, Teknik






Abstract

The aim of this thesis is to contribute to knowledge on how digital technology
can help to develop mathematics teaching. The study focuses its attention on
the teaching of three-dimensional geometry which is conducted with the help
of interactive whiteboards. The aim was to study how the teacher utilises
technology to create mathematical situations which make learning possible.
The study uses an ethnographic approach whereby the researcher has observed
a teacher's technology-supported teaching in a class in form 9 over a period of
five weeks. The empirical material was collected through video-assisted
observations, interviews with the teacher, focus group interviews with students
and student tests. This material was analysed with a focus on the ways in
which teachers utilise technology to promote and work with the mathematical
content. The results show that the teacher uses the majority of strategies that
technology offers to represent the mathematical content and use technology to
switch between different forms of representation, such as through processing,
relocating and cloning geometric figures. The teacher is generally positive
when it comes to the use of technology in mathematics education, and the
benefits of technology that she highlights include the help and support it
provides her based on the needs that arise while teaching and gives her more
tools to promote the things that some students may have difficulty visualising.
The results also show that it takes a lot of work by teachers to understand the
potential of the technology and adapt it to suit their own style of teaching.
Students are also positive about the teaching that takes place with the support
of technology as in their opinion it helps them to create an understanding of
three-dimensional geometry. This is backed-up by the results of the posttest
administered after the completion of the course, which indicates that students
has significantly developed their understanding of geometric concepts.

Keywords: Ethnography, Geometry, Interactive whiteboard, Mathematics,
Technology
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INLEDNING

I Sverige har det under senare 4r funnits en strivan att utveckla
undervisningen i dmnet matematik, bland annat for att svenska elever inte
presterat sd bra i nationella och internationella prov (Skolverket, 2010; 2013).
Unders6kningar har pekat pa brister i undervisningen och tvi orsaker nimns,
dels att lirare ofta dr styrda av liroboken och inte varierar undervisningen i
tillrdcklig omfattning och dels att den priglas allt for stor del av "tyst rikning”
(Carlgren, Klette, Myrdal, Schnack & Simola, 2006).

Anvindande av digital teknik inom skolan har under de senaste tvd
decennierna vuxit, och skall numera vara en naturlig del av verksamheten,
vilket dven betonas i styrdokumenten (Lingefjard, 2011; Skolverket, 2011).

Foljden av det dr t.ex. att under de senaste aren har investeringar i
interaktiva skrivtavlor med tillhérande kringteknik 6kat savil i Sverige som
internationellt, och stora férhoppningar har stillts pa att tekniken skall
utveckla undervisningen. Lirarna har erbjudits denna méjlighet — dven om en
del har valt att inte utnyttja den 4n, for att det ofta tar tid att sitta sig in i ny
teknik.

Klart dr emellertid att anvindande av teknik dndrar forutsittningarna for
undervisningen och den uppgift som liraren har. Att leda och organisera
arbetet i klassrummet, blir mer komplext och sammansatt i och med att ny
teknik och nya medier introduceras (Jonsson & Lingefjird, 2012). Men idag
ar vi langt ifran att beskriva hur denna férindring péaverkar undervisningen i
matematik (Oldknow, 2010).

For att forsta den potential som anvindande av teknik i
matematikundervisning har, fordras att pedagogiken i samband med
anvindandet studeras (Serow & Callingham, 2011). En hel del forskning har
gjorts, men den har frimst riktats mot hur anvindande av teknik paverkar
interaktionen mellan ldrare och elever, hur lidrare och elever upplever
undervisning som sker med stdéd av teknik, samt om teknikunderstédd
undervisning lett till 6kad maluppfyllelse (t.ex. Cambell & Martin, 2010;
Digregorio & Sobel-Lojeski, 2010; Geiger, Forgasz, Tan, Calder & Hill,
2012; Mercer, Hennessy & Warwick, 2010; Serow & Callingham, 2011).
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Dessa studier visar att interaktionen i klassrummet okar, att lirare anser att
deras undervisning utvecklas och elever menar att de lir sig mer. Nar det giller
frigan om 6kad méluppfyllelse, gir meningarna nigot isir. En asikt som ofta
framfors dr att undervisning som sker med understd av teknik gor att eleverna
upplever lektionerna mer intressanta vilket i sin tur medfor att
uppmirksamheten okar. Forskningen visar att bade ldrare och elever ir
entusiastiska till anvindande av teknik. Men det dr inte klarlagt om denna
entusiasm kan transformeras till effektiva lirandestrategier och meningsfulla
matematiska upplevelser (Serow & Callingham, 2011).

Dessa resultat indikerar svirigheterna att uttala sig om vad som dr orsak
till eventuella framsteg i elevers forstdelse. Det dr si manga faktorer som spelar
in, t.ex. gruppstorlek, sociala foérhéllanden i klassrummet, elevers intresse,
undervisningsmateriel. Nir det handlar om hur anvindning av teknik fungerar
som pedagogiskt redskap har siledes inte forskning bedrivits i nagon storre
omfattning och det dr mot detta omrade som den hir studien riktar intresset.

I flera studier understryks betydelsen av att liraren kommunicerar
matematik i klassen och guidar eleverna genom att skapa matematiska
situationer vilka kan erbjuda tillfillen till lirande (t.ex. Brodie, 2011; Drijvers,
2012; Franke m.fl., 2009; Smith, Hardman & Higgins, 2006). I denna studie
riktas intresset mot hur anvindande av interaktiva skrivtavlor med kringteknik
(hidanefter =~ benimnda  teknik) kan anvindas for att  stodja
matematikundervisning i helklass. Men dven de strategier liraren anvinder f6r
att lyfta fram innehéllet och skapa matematiska situationer vilka kan erbjuda
tillfallen till lirande. Saledes goérs en begrinsning i studien si till vida att
intresset enbart dr riktat mot teknik som dr designad f6r anvindning vid
helklassundervisning. Det finns anledning att understryka detta eftersom det
pa marknaden dven finns ett antal dataprogram som dr tinkta att anvindas
inom matematikundervisning, vars design dr sidan att de i huvudsak ir
avsedda for att elever skall arbeta med programmet pa egna datorer enskilt
eller i grupp.

Det omride inom matematiken som valts ut att studera ir tredimensionell
geometri, detta av tvd skil. Dels dr geometriomradet till sin karaktir sadant att
det inbjuder att undervisningen sker med stéd av olika hjilpmedel och dels har
forskning visat att lirare ofta upplever undervisning i geometri vara
problematisk (Battista, 2007; Clements, Battista & Sarama, 2001; Clements
& Sarama, 2011; Gal, 2011; Stylianou, 2010). Sammantaget innebdr detta
saledes att den forskning som presenteras dr inriktad dels mot undervisning i
geometri och dels mot undervisning dir ldraren anvinder teknik vid
undervisning i helklass.

Nir det giller forskning om undervisning och elevers lirande i geometri
framtrider tre viktiga aspekter om hur undervisningen bér utformas.
Geometriundervisning bor innehilla visuell representation, vidare bor
geometriska figurer, dess delar och dess begrepp behandlas noggrant samt
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transformationer mellan symboliska 16sningar och geometriska figurer bér ges
ett visst utrymme (Battista, 2007).

Det finns ett flertal studier som berdr geometriundervisning som sker med
stod av teknik, men ménga av dessa fokuserar elevers arbete i geometri med
tidigare nimnda dataprogram (Evans, Feenstra, Ryon & MecNeill, 2011;
Jones, 2008; Serow, 2008). Diremot finns det fi studier som fokuserat
teknikunderstédd helklassundervisning i geometri, nigot som 4ven Caballero
m.fl. (2014) och Serow och Callingham (2008) rapporterar om. De studier
som gjorts har mer fokuserat pi hur samarbetet mellan elever paverkas eller
jamforelser mellan olika slag av teknik. Saledes finns det ett behov av mer
forskning om hur anvindande av teknik kan utveckla geometriundervisningen
i helklass. Passey (2012) argumenterar for, att mer forskning krivs om
undervisnings- och lirandeprocessen understddd av teknik Gverlag, si att en
storre forstielse uppnds och att den forstielsen mer konsekvent begreppslig
gors.

Syfte och forskningsfrigor

Syftet med studien ir att analysera och beskriva de situationer som uppstir i de
komplexa  relationerna  mellan  ldraren, elever och tekniken i
geometriundervisning. Utifrdn detta dr f6ljande forskningsfrigor formulerade:

* Vilka didaktiska strategier anvinder liraren i sin teknikunderstédda
undervisning?

* Vilka ir elevernas upplevelser av teknikanvindningen i undervisningen och
hur méjliggér teknikunderstddd undervisning lirande hos eleverna?

* Vilken syn har liraren pa teknikens anvindning i undervisningen?

I denna studie ses didaktiska strategier som de metoder och tillvigagingssitt
som ldraren anvinder i sin undervisning. Det vill siga de sitt pa vilka hon
utnyttjar olika metoder for att presentera och kommunicera det aktuella
matematiska innehillet samt de resurser som viljs ut och anvinds i detta
arbete i syfte att skapa matematiska situationer vilka kan erbjuda tillfillen till
liarande.
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LITTERATUROVERSIKT

I detta kapitel presenteras forskning om undervisning och elevers forstielse av
omridet geometri. Vidare presenteras forskning om undervisning i matematik
som bedrivs med hjilp av teknik. Referenserna utgir i foérsta hand fran tre
forskare, Michael Battista, Douglas Clements samt Julie Sarama, vilka alla har
ling erfarenhet av forskning inom dessa omriden. De tva sist nimnda har
dven under senare ar studerat hur anvindande av teknik kan understédja
geometriundervisning. Men som sagts har den forskning som genomforts inte
i forsta hand inriktats mot hur teknik kan understédja helklassundervisning
inom geometri, utan i huvudsak mot miljéer dir elever arbetar med
dataprogram i mindre grupper om geometri. Inledningsvis ges en kort
beskrivning av vad den interaktiva tavlan ér och vad den kan gora.

Vad ir en interaktiv skrivtavla?

En interaktiv skrivtavla 4r till utseendet lik en traditionell whiteboard, men
likheterna slutar dir. Den interaktiva tavlan anvinder speciella pennor, och
den har touch-funktion vilken fungerar ungefir pa samma sitt som pi en
lisplatta. Tavlan dr kopplad till en mjukvara vilket mojliggor att filer och
lektioner kan sparas. Programmet innehiller flera tusen bilder, illustrationer
och andra grafiska objekt samt audio/video-klipp och flash-filer vilket
moijliggor att levande och interaktiva presentationer kan skapas. Bilderna som
visas pa skdrmen kan litt bearbetas av liraren eller av elever som kommer fram
till tavlan. Vidare kan datorer kopplas in for att visa eller anvinda program
frin dessa, tavlan dr dven uppkopplad mot internet. Om eleverna har en
16sning pa ett papper si finns det en si kallad dokumentkamera kopplad till
tavlan, vilket moéjliggor for liraren eller eleven att visa och diskutera 16sningar.
Saledes finns det olika sorteras kringteknik som kan anvindas tillsammans
med den interaktiva tavlan, men det centrala ir hir att det 4r den interaktiva
tavlan som ir i centrum, och det dr den undervisning som sker med hjilp av
den som studeras i denna studie. Féljaktligen nir hinvisningar till teknik gérs,
ar det i huvudsak den interaktiva tavlan som avses, men det kan 4ven vara
annan teknik kopplad till tavlan.
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Undervisning och elevers forstaelse av geometri

Geometri kan beskrivas och upplevas pd miénga nivéer, allt frin det mest
omedelbara da betraktaren blir medveten om att omgivningen dr uppbyggd av
foremal med olika form, till mer avancerade nivier dér satser formuleras och
samband mellan olika  geometriska  objekt  diskuteras.  Elevers
kunskapsutveckling inom tredimensionell geometri sker ofta genom att de
upplever former ur ett helhetsperspektiv, till att de uppfattar delar av dessa
former for att slutligen erfara forhillanden mellan delarna (Ambrose &
Kenehan, 2009). Uttryckt annorlunda, eleven utvecklar vid geometriskt arbete
dels en visuell forméga och dels en analytisk f6rmiga dir den senare vixer med
okad erfarenhet (Battista, 2007). Den visuella formégan hinger samman med
visuell perception vilket kan ses som férmagan att med hjilp av synintryck
tolka det vi ser. Den visuella perceptionen begrinsas till stor del av synorganet,
men dven av vir forméiga att tolka de intryck som registreras av synorganet.
Battista (2007) menar att det dr denna formaga till tolkning av synintrycken
som dr intressant vid undervisning och lirande i geometri och genom
anvindning av bilder och figurer som underlag f6r analys kan eleverna ges
mojlighet att utveckla den tolkande férméigan och utveckla ett mer analytiskt
férhallningssitt. Ett problem i dagens geometriundervisning ér enligt Battista
(2007) att den ofta behandlar moment dir den visuellt baserade formagan ir
naturlig f6r eleverna att anvinda, vilket fir till f6ljd att det 4r den formégan
som eleverna i férsta hand utnyttjar.

Battista (2007) argumenterar for att undervisningen miste erbjuda elever
tilltrade till delar av geometriska objekt si att de mentalt kan konstruera
relationer mellan delarna i objektet och kunna bygga upp en helhet. Att
manipulera rumsliga fysiska objekt dr en metod som ofta anvinds vilken
moijliggor att eleverna kan visualisera tredimensionella figurers ytor och dess
volymer (Accascina & Rogora, 2006). Girouard m.fl. (2007) argumenterar for
att anvindande av fysiskt (konkret) materiel i kombination med digital teknik
erbjuder en engagerande upplevelse som stirker elevers lirande om ytors areor
och tredimensionella objekts volymer. Detta dels genom den taktila
mojligheten och dels moéjliggér teknik stéd i form av visuella representationer
vilka méjliggér manipulering av geometriska objekt.

Liraren kan siledes underbygga en éverging frin den visuellt baserade
férmagan till den mer analytiska genom att bygga upp, skapa interaktion och
diskutera former, si att eleverna erbjuds méjligheter att hora hur liraren och
klasskamrater samtalar om geometriska objekt. Battista och Clements (1991;
1996) menar att geometrisk kunskap boér forvirvas genom manipulering av
rumsliga  objekt (konkret erfarenhet), sammankoppling av visuella
representationer och begrepp samt arbete med symboliska 16sningar (abstrakt
representation).

Battista (2007) framhaller att en orsak till elevers eventuella svirigheter vid
bestimning av area och volym av tvi- och tredimensionella objekt dr att

17



traditionella undervisningsmetoder ofta fokuserar pa anvindande av
matematiska formler, vilket lett till att eleverna inte erbjudits moéjligheter att
manipulera de aktuella objekten. Konsekvenserna av detta blir att méinga elever
kan memorera aktuella formler f6r volymberikning, skenbart klara av att 16sa
uppgifter och klara mélen f6r kursen utan att f6r den skull ha nitt full
forstielse for vare sig formlernas fysiska mening eller de geometriska
begreppen.

Clausen-May, Jones, McLean och Rowlands (2000) anser att undervisning
i geometri ofta bedrivs i form av 16sryckta avsnitt:

The teaching of geometry contains small bits of polygon classification,
some formulae for measuring various shapes, some incidence geometry, a
little mention of transformations, a few constructions, an introduction to
vectors, and finally some analytic geometry.

(Clausen-May m.f1., 2000, s. 34)

Clausen-May m.fl. (2000) menar att for eleven kan de olika momenten som
undervisningen behandlar ofta verka férvirrande och de far svirigheter med att
se en helhet.

I lirandesituationer inom geometriundervisningen har forskning dven visat
att det kan uppsti situationer, dér lirare har svart att hjilpa sina elever att
komma 6ver hinder (Gal, 2011; Gal & Linchevski, 2000). Gal (2011) kallar
dessa situationer for problematiska lirandesituationer vilka pavisats genom en
serie observationer inom geometriundervisning. Han skriver:

These observations indicated that although teachers were provided with
mathematical knowledge and exposed to gemeral and specific
developmental theories, common student misconceptions and the like
during their training, they did not have adequate tools for coping with
problematic learning situations.

(Gal, 2011, s. 184)

Gal (2011) menar att detta visar hur svirt det ir att undervisa inom omridet,
och att det dr centralt att lirare verkligen skaffar sig verktyg for att uppticka,
analysera och mota dessa problematiska lirandesituationer. Aven Song och
Lee (2002) rapporterar att bide lirare och elever kan uppleva svirigheter i
undervisning om geometriska begrepp, delvis pd grund av brist pa limpligt
undervisningsmateriel.

Dessa rapporter vittnar om att undervisning i geometri kan vara
problematisk, och att det kan rida oklarheter om hur den bist bedrivs sa att
den understédjer utveckling av elevernas forstielse for begrepp, en utveckling
som i denna studie beskrivs genom reifikationsteorin (Sfard, 1991) vilken
presenteras niarmare i teoriavsnittet.
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I  inledningsavsnittet = nidmndes  tre  viktiga  aspekter = som
geometriundervisning bér innehalla. De dr visuell representation, behandling
av geometriska figurer, dess delar och dess begrepp samt att transformationer
mellan symboliska 16sningar och geometriska figurer bor ges ett visst
utrymme.

En fjirde aspekt som sikerligen giller undervisning inom alla matematiska
omriden dr vikten av att kommunicera det matematiska innehéllet. Begreppet
kommunikation och att kommunicera dr emellertid méingfacetterat, men
genom att f6lja Shannon (1948) betraktas kommunikation i denna studie som
6verforing av information mellan minniskor eller apparater. Enligt Shannon
(1948) kriver kommunikation dels ett sprik eller en kod i vilken
informationen uttrycks, dels ett fysiskt medium varigenom informationen
overfors. Kommunikation betraktas siledes, som att den omfattar verbal sivil
som icke-verbal kommunikation, men dven férmedling av bilder, tecken och
ljud.

Den syn pi lirande som det matematikdidaktiska filtet har idag 4r att
lirande i matematik ses som ett aktivt byggande frin elevernas sida genom
deltagande i sociala processer dir de inbjuds att kommunicera matematik
(Brodie, 2011; McCrone, 2005; Stein, Engle, Smith & Hughes, 2008). Aven
Gray, Pinto, Pitta och Tall (1999) lyfter vikten av kommunikation i
matematik nir det kommer till att hjilpa elever att goéra hierarkiska
klassificeringar. Whiteley (2000) menar att formagan att "se pi saker pd ett
nytt sitt” inte dr en sjdlvklar inneboende process, utan nagot som individen ldr
sig och sjilv bygger upp genom just deltagande i socialt samspel.

Herbst (2003) anser att lirare i sin undervisning maste fokusera pi tre
moment, att styra och vigleda aktiviteten i undervisningssituationen, skapa
och diskutera representationer av matematiska objekt samt ta vara pi elevernas
begreppsliga férehavanden. Franke m.fl. (2009) menar dven att liraren bor
hjilpa elever att uttrycka sitt matematiska tinkande, genom att uppmuntra
elever att redovisa sina idéer inom gruppen och anvinda detta som bas i
diskussionen.

Visualisering i geometriundervisning

Visualiseringar dr centrala f6r att forsti matematiska samband och begrepp
och anvinds ofta av undervisande lirare inom alla delar av matematiken och i
synnerhet inom geometriundervisning (Lowe, 2004). Men termen
visualisering har anvints pd olika sitt inom litteraturen, t.ex. ser Bishop (1983)
visualisering det som att individen skapar sig en mental representation av den
aktuella bilden. Arcavi (2003) betraktar visualisering béde ur aspekten
produkt, den visuella bilden och som en process, aktiviteten hos den som
betraktar bilden. I denna studie ses visualisering frimst vara nigot som ldraren
skapar i syfte att férmedla matematiken — siledes en form av visuell
representation.
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Att visualisera i processen geometriskt tinkande, ir nigot som Presmeg
(1997; 2006) lyfter fram som en mycket viktig faktor vid undervisning inom
tredimensionell geometri. Fischbein (1993) understryker detta genom att
hivda att geometriskt tinkande dr karakteriserat av ett parférhillande mellan
figurer och geometriska begrepp och att detta kan synliggéras med stéd av
visuell representation.

Detta parforhallande maste dock verka i harmoni och Mariotti (1995)
menar att det finns ett slags dialog mellan en geometrisk figur och de
geometriska begrepp som hor figuren till. En betraktelse av figuren forklarar
begreppen och omvint méjliggér begreppen att mentalt bestimma formen och
egenskaperna hos figuren. I undervisningssammanhang bryts dock ofta detta
parférhillande, vilket kan vara en anledning till att elever rikar i svarigheter
vid geometriska resonemang (Mariotti & Fischbein, 1997).

Battista (2007) menar att elevers forstielse av geometriska begrepp miste
baseras pd ett antal kritiska attribut hos begreppet. De dr begreppets
egenskaper och sirdrag som karakteriserar och skiljer ut det fran alla andra
begrepp. Nir geometriska figurer med sina begrepp presenteras av liraren eller
i liroboken sa sker det ofta genom nagra klassiska exempel, vilka kanske inte
belyser ovanliga fall om t.ex. figurers orientering (Hershkowitz, 1989). Séiledes
ar det viktigt att ldraren tinker igenom hur visuella representationer av
geometriska figurer anvinds, och hur begrepp diskuteras, vilket kan ha stor
betydelse for elevers mojligheter att skapa sig forstielse. Vinner (1991) skriver:

One should point out the conflicts between the concept image and the
formal definition and deeply discuss weird examples.
(Vinner, 1991, 5. 80)

Aven vilken typ av representation som liraren anvinder kan ha stor betydelse.
Mesquita (1998) menar att det finns tvi grundliggande sorter av visuella
representationer vid problemldsning inom geometri. De kan endera vara
enbart beskrivande eller si kan de dven vara av den formen att de frigar efter
behandling, det vill sidga representationen sjilv kan agera som stéd for eleven
och dennes intuition.

Mesquita (1998) problematiserar anvindningen av visuella representationer
och ésyftar linken mellan den geometriska rymden och representationen. Med
detta menar hon att geometriska objekt hér hemma i den tredimensionella
rymden, medan de representationer vi ofta gor av objekten dr
tvidimensionella. Mesquita (1998) menar att linken mellan det geometriska
objektet och den visuella representationen inte framtrider tydligt for eleverna.
Detta kan fi didaktiska konsekvenser si till vida att liraren och eleverna inte
ser pd det geometriska objektet och dess representation pi samma sitt. For
liraren 4r transformationen klar och tydlig medan eleverna litt kan bli
forvirrade och se pa representationen som en direkt avbild av det geometriska
objektet.
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Detta dr dven nédgot som Parzysz (1988) rapporterade om, di han
studerade elevers avkodning av visuella representationer av tredimensionella
objekt. Han identifierade att elever kan ha problem med att de betraktar
egenskaper frin en representation som om de vore de verkliga egenskaperna
hos det tredimensionella objektet.

Lowe (2004) rapporterar dven att det kan vara problematiskt om liraren
anvinder alltfor realistiska och dynamiska bilder. Speciellt kan nybérjare ofta
bli mer distraherade av perceptuellt framtridande aspekter vilka i sig inte dr
relevanta och siledes kan sidana visuella representationer mer forvirra dn
stodja elevens strivan till forstielse. Saledes mdaste ldraren &dven vara
uppmirksam pa vilken typ av visuella representationer som anvinds i
undervisningen.

David och Tomaz (2012) argumenterar for att mer forskning behévs om
hur lirare kan utnyttja kraften i att anvdnda visuell representation i sin
geometriundervisning. Det 4r viktigt att liraren har en klar genomtinkt
strategi for hur visuella representationer skall anvindas, de menar att det inte
ar tillrackligt att ldraren enbart visar bilder:

We believe that just teaching more geometry, and using more visual
representations and geometrical constructions in the classrooms, does not
guarantee that this is contributing to the facilitation of visualization: for
example, when students are just following a series of steps to construct a
predetermined geometrical object, without understanding what they are
doing.

(David & Tomaz, 2012, 5. 415)

Detta ligger i linje med det Gal och Linchevski (2010) fann. Att elever kan ha
svirt med tolkning av visuella representationer och kan ddrmed 4ven hamna i
svirigheter nir de skall ga vidare och utféra berdkningar baserade pi deras
tolkning. Detta beroende av elevens férmaga att tolka synintrycken och att
elever ofta behover tid for att studera och férstd representationen.

Gal och Linchevski (2010) argumenterar for betydelsen av att ldrare
anvinder sig av visuella representationer, men att de samtidigt maste vara
medvetna om elevers eventuella svarigheter vid tolkning av dem och kunna
bemota och hantera detta. De menar att det handlar om att liraren anvinder
sig av olika strategier. Det kan réra sig om att liraren diskuterar vilken slags
information som kan tolkas ur representationen, anvinda sig av olika lager av
transparens eller kompletterande fysiska mallar som grund for tolkning av den
visuella representationen. Lowe (2004) menar att liraren kan arbeta med
ledtradar och hjilpa eleverna att rikta uppmarksamheten mot delar av det som
visas och som dr tematiskt relevant men som kanske inte 4r perceptuellt
framtridande.
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Studier om lirande i geometri

Lawson och Chinnappan (2000) genomférde en studie i vilken de undersokte
hur lagpresterande respektive hogpresterande elever klarade av att losa
problem inom geometriomradet. Studiens fokus lig pa hur eleverna kunde
plocka fram och anvinda sig av sina kunskaper. Resultatet frin studien visade
att de hogpresterande eleverna hade storre forméga att anvinda sig av
erforderlig tidigare lird kunskap dn vad de lagpresterande eleverna hade. Detta
trots att det visade sig att flera av de lagpresterande eleverna besatt nédvindig
kunskap, men de hade inte foérmaga att hidmta fram den i en
problemlésningssituation savida de inte erholl ledtridar. Studiens slutsats var
saledes att hogpresterande elever verkar ha en mer omfattande och mer
strukturerad geometrisk kunskapsbas dn ligpresterande elever. Dessa slutsatser
ligger vil i linje med det Koedinger och Anderson (1990) argumenterade for,
att framgéingsrika problemlésare inom geometriomradet har forméga att
organisera sin geometriska kunskap i faktakluster vilka symboliseras av en
geometrisk bild. En organisering som hjilper dem att plocka fram erforderlig
kunskap utifrin behovet i problemldsningssituationen. Dessa tvd studier ar
intressanta di de riktar fokus pa elevens lirande och dennes méjligheter att
gora kopplingar till tidigare skapad férstielse och skapa sig en helhet. Lawson
och Chinnappan (2000) menar att det dr centralt att undervisningen ger elever
mojligheter att arbeta med sin kunskapsbas och speciellt ligpresterande elever
maste erbjudas extra tid till diskussioner si att de har mojlighet att skapa
kopplingar och representationer som leder till 6kad forstielse av geometriska
samband.

Analys av struktur och forsok att beskriva tredimensionellt tinkande gjorde
Pittalis och Christou (2010). I en studie sokte de olika typer av resonemang
och forsokte relatera dem till spatial forméiga. Med spatial formaga avses
férmagan att korrekt uppfatta den visuella virlden, en férméga vi vanligtvis
kopplar till véir visuella perception (Gardner, 1998). Pittalis och Christou
(2010) kunde identifiera fyra olika typer av resonemang vilka antogs vara
involverade i geometriskt tinkande. De fyra resonemangstyperna refererar till:
a) representation av tredimensionella objekt, b) spatial strukturering, c)
begreppsliggérande av geometriska egenskaper och d) mitférméiga. Resultatet
i studien indikerar att en vidl utvecklad spatial forméga foregir elevers
prestationer i de fyra resonemangstyperna och Pittalis och Christou (2010)
menar dirfor att det dr centralt att undervisningen behandlar och méjliggér
utveckling av elevernas spatiala f6rmaga.

Stylianou och Pitta (2002) fokuserade pd elevers anvindande av visuell
representation av geometriska figurer vid problemldsning. De fann att nir
elever 16ser uppgifter utgar deras resonemang endera frin: a) ett resonemang
som baseras pa hela figuren och inte pa nigra kritiska attribut, eller b) ett
resonemang som dven baseras pa kritiska attribut. Elever som stills inf6r
svirigheter ser endast den visuella representationen i sin helhet och har

22



svirigheter att 16sgora delarna och se figurens kritiska attribut. Ddremot har
mer framgangsrika problemldsare formagan att se och 16sgora figurens kritiska
attribut ~ for  att  framgéingsrikt  anvinda  sig  av  dessa i
problemlésningssituationen. Resultatet bekriftar det Brown och Presmeg
(1993) kom fram till i sin studie, dir de undersokte vilka typer av bilder elever
skapar sig. De fann att den typ av bild en elev anvinde sig av kunde relateras
till elevens relationella forstielse av matematiken. Elever med en mer
utvecklad relationell férstielse tenderade att anvdnda sig av bilder med mer
abstrakta former, medan elever med en mindre relationell forstielse tenderade
att forlita sig till enklare bilder (Brown & Presmeg, 1993)

Baki m.fl. (2011) studerade elevers férméga att utveckla spatial formaga nir
undervisningen skedde pa tre sitt: med stéd av teknik, med stéd av fysiska
hjilpmedel, samt en undervisning som skedde utan nigot av de &vriga
hjalpmedlen. Resultatet visade att eleverna i de grupper dir undervisningen
utforts endera med stéd av teknik eller med stéd av fysiska hjilpmedel
uppniadde bittre resultat pid uppfoljande test dn de elever som tagit del av
undervisningen utan hjdlpmedel. Baki m.fl. (2011) drar slutsatsen frin studien
att undervisning som sker med stéd av teknik eller fysiska hjilpmedel
moijliggor utveckling av elevers spatiala formaga.

Matematikundervisning med st6d av teknik

En genomging av hur lirare och elever ser pi anvindande av teknik i
undervisningen uppvisar en mestadels positiv bild. Lirare framhiller att deras
undervisning utvecklas och elever menar att de lir sig mer (Smith, Higgins,
Wall & Miller, 2005; Wood & Ashfield, 2008). Men teknik kan inte i sig
sjalv varken erbjuda en miljé dir 6msesidig interaktion sker eller erbjuda
mojligheter till lirande. Dessa kvaliteter dr starkt beroende av lirares sitt att
anvinda tekniken, och det dr inte fullt klarlagt hur detta utvecklar
undervisningen eller erbjuder djupare former av interaktivitet (Serow &
Cullingham, 2011). Miller och Glover (2010) menar att lirare méste utveckla
det de kallar for “technology proficiency”, det vill siga, mer 4n en
grundliggande kunskap om teknikens méjligheter f6r att anvindande av
teknik skall komma till sin ritt. Miller och Glover (2010) skriver:

Teachers needs to understand the technology hardware and its associated
software, that is, to be ‘technology-proficient, before s/he can be
challenged to establish ‘the Eureka moment’ in order to change the way in
which the affordances of the technology can be exploited to prompt more
effective learning through use of a more interactive pedagogy.

(Miller & Glover, 2010, 5. 257)
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Minga ldrare besitter ofta grundliggande kunskaper, men det dr ofta inte
tillrdckligt, da risken dr att liraren inte lyckas utveckla teknikens pedagogiska
potential, och i sidana fall anvinds tekniken enbart som verktyg for visuella
presentationer (Miller & Glover, 2010).

Aven Clements och Sarama (2011) visade att lirarens roll att mediera
genom tekniken dr viktig. Detta di denna mediering innebdr att styra
elevernas uppmarksamhet mot sirskilda aspekter, att anvinda tekniken for
dterkoppling och kontinuerligt ta vara pd elevernas idéer samt vigleda dem
genom multipla ageranden for att forsikra sig om att eleverna reflekterar om
och foérstar de matematiska begreppen pd sin vig mot det uppsatta milet.
Detta fordrar inte bara kunskap om tekniken och dess méjligheter utan dven
hur detta tas fram och appliceras direkt i undervisningen.

Tva vigledande studier
Wood och Ashfield (2008) undersokte i en studie hur anvindande av teknik

kan bidra till en kreativ undervisning inom ldsning och matematik. Data
samlades in genom observationer, intervjuer och fokusgruppsintervjuer med
larare. Resultatet visade att de intervjuade kidnner att anvindande av teknik har
okat interaktiviteten och lirandet. Wood och Ashfield (2008) anser ocksi att
det dr ldrarens formaga och professionella kunskap som férmedlar
interaktionen, och underbygger utvecklingen av elevernas kreativa
16sningsforslag med stéd av teknik, vilket dr avgérande for att utveckling av
undervisningen och inldrningsprocesserna pi klassniva skall ske. Detta ligger
vil i linje med det Miller och Glover (2010) framhaller om att lirare bor ha
det de kallar for “technology proficiency” for att ett anvindande av teknik i
verkligen skall erbjuda en utveckling av matematikundervisningen.

Zevenbergen och Lerman (2008) studerade hur teknik kan anvindas i
matematikklassrummet. Data samlades in genom observationer. Slutsatserna i
studien dr att anvindning av teknik i matematikundervisningen har en klar
potential for att skapa tillfdllen till lirande. Men Zevenbergen och Lerman
(2008) menar samtidigt att liraren kan forforas av alla de mojligheter som
tekniken erbjuder och dirmed fi minskat intresse att fringd sin pedagogiska
planering utifrdn elevernas behov som uppstar under lektionstid, speciellt di
anvindande av teknik ofta innebir ett hogre tempo i undervisningen. Vidare
menar forskarna att frigorna som liraren stiller till eleverna riskerar att hamna
pa endast en ytlig nivd, ddrfor att de har anpassats till tekniken och att ett
siddant anvindande av tekniken kan till och med ibland motverka lirande. S4
gven om  potentialen  finns  att anvindande av  teknik i
matematikundervisningen okar elevers mojligheter till forstielse si kan steget
att verkligen komma 4t och ta vara pa teknikens mojligheter vara svirt att ta
for liraren.
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Teknikens roll i geometriundervisning

Geometriomridets karaktir inbjuder som namnts till att undervisningen sker
med stdd av olika hjilpmedel. Men den centrala frigan 4r ocksd hur
anvindande av teknik kan bidra till att utveckla geometriundervisning. I detta
avseende framtrider i huvudsak tva spir relaterat till tekniken. Det dr en
distinktion mellan att rita och laborera med figurer samt de olika sitt pa vilka
tekniken bidrar till att formedla aspekter av innehillet vilka kan utveckla
elevers forstielse av geometri. Den férra handlar om de méjligheter tekniken
erbjuder for att skapa figurer och tredimensionella bilder, siledes mer tekniska
aspekter, medan den senare handlar mer om vad anvindande av teknik kan
erbjuda for att pedagogiskt formedla det matematiska innehillet. Picciotto
(2010) argumenterar for vikten av precisa bilder i geometriundervisningen,
detta di manga elever kan ha svirigheter med tolkning av ungefirliga (av
liraren skissade) bilder. Janicic (2010) menar att anvindande av teknik kan
hjilpa lararen att illustrera abstrakta begrepp inom geometri, t.ex. basytans
konstruktion, nigot som dven Moreno-Armella, Hegedus och Kaput (2008)
argumenterar f6r da de siger att representationer skapade med hjilp av teknik
kan bearbetas mera och dirmed bli mer synliga och méjliga att kommunicera
for lidrare och elever.

Studier om geometriundervisning med teknik

Betriffande forskning om geometriundervisning understédd av teknik sa finns
det fa sidana som tar upp undervisning i helklass. Hir redovisas dirfér dven
studier som behandlar undervisning i geometri med stéd av teknik, trots att
den anvinda tekniken inte riktigt 4r densamma som den teknik som anvinds i
denna studie.

Song och Lee (2002) har som ndmnts undersokt vad teknik kan tillfora
undervisningen for att visualisera och analysera geometriska problem. I studien
skapades tva grupper dir den ena gruppen (kontrollgruppen) undervisades pa
ett traditionellt sitt, den andra med stéd av VR-teknik (virtual reality), en
teknik som kan visa upp tredimensionella manipulerbara bilder. Grupperna
fick genomféra f6r- och eftertest. Gruppen som undervisades med stéd av
teknik presterade nagot bittre pd eftertestet. Slutsatserna var att tekniken kan
fungera som stdd for att visualisera bortom det som verbalt gar att beskriva och
vara ett viktigt verktyg vid geometriundervisning. Studien visade att
anvindande av teknik har potential att fungera som stéd vid diskussioner om
geometriska objekt, och ldraren kan genom att utnyttja tekniken erhalla
verktyg for att belysa delar av figurer som eleverna annars kan ha svért att fa
syn pd och erfara (Song & Lee, 2002).

I Leungs (2008) studie lades fokus pa undervisning och lirande,
understédd av teknik dir temat var fyrhérningars egenskaper. Studien byggde
pd variationer av dimensionerna, t.ex. variationer betriffande storlek pi
fyrhoérningens vinklar eller sidornas lingd. I undervisningen varierades de
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geometriska objekten med teknikens hjilp. Genom fér- och eftertest visades
en utveckling i elevernas forstielse av olika begrepp. Leung (2008) menar att
detta till viss del berodde pi anvindning av teknik da ldraren kunde visa
animeringar, dir fyrhérningarna bytte form och kloner skapades frin en
ursprunglig figur. I studien arbetade eleverna bade med statiska figurer, och
figurer visade med stéd av teknik. Slutsatserna i studien &r att just inom
geometri kan anvindande av teknik vara ett kraftfullt hjalpmedel. Men Leung
(2008) menar att det dr just kombinationen av fysiskt materiel och anvindande
av teknik som hjilper eleverna att utveckla forstielse.

Caballero m.fl. (2014) sokte studera effekten av en interaktiv instruktion
och elevers samarbete i grupp vid anvindande av teknik och hur detta paverkar
elevers forstielse vid arbete med trianglar. Interaktiv instruktion i helklass ar
en undervisningsmetod vilken bygger pi att kunskap skapas av alla klassens
elever interaktivt genom ett samarbete lett av liraren (Caballero m.1l., 2014).

I denna studie anvindes det som kallas for single display groupware (SDG),
en teknik dir en tavla kopplas samman med en slags handdator som varje
individ i gruppen har framfér sig. Denna teknik dr tinkt att utveckla
samarbete di alla individer i en grupp blir delaktiga via den stora displayen. I
undersokningen markte forskarna att om antalet individer per grupp 6versteg
sju blev det svarigheter med koordinationen. De hade dirfor delat in klassen i
tvd grupper med varsin stor display. Trots att studiens uppligg inte riktigt
handlar om helklassundervisning dr 4nda resultatet intressant. Caballero m.fl.
(2014) kunde visa att anvindande av teknik ledde till bittre samarbete och mer
diskussioner. De mirkte att eleverna samarbetade mer och hjilpte varandra s
att alla var aktiva med sina egna displayer. Vidare 6kade frekvensen av den icke
verbala kommunikationen. I studien visade forskarna med hjilp av fér- och
eftertest att elevernas forstielse utvecklades mer nir undervisningen skedde
med stéd av teknik jaimfért med en kontrollgrupp. Studiens slutsatser var att
tekniken kan fungera som ett utmarkt didaktiskt hjilpmedel f6r liraren och
dven fungera som stod for ett utvecklat samarbete elever emellan och som
medium for kommunikation.
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TEORETISKT PERSPEKTIV

I detta kapitel redogdrs for det teoretiska perspektiv som verkat vigledande i
studien. Vidare presenteras ett kort avsnitt om vad forstielse i matematik
innebdr i denna studie. Kapitlet avslutas med en redogérelse for de tva teorier
som varit vigledande och hur de anvints tillsammans i studien.

Perspektiv pa utveckling

Det teoretiska perspektiv pa lirande, som studien dr inspirerad av, dr Piaget
och Inhelders (1967) arbeten som inkluderar tvd teman relaterade till elevers
forstielse av geometri. Dels handlar det om synen pd hur elever utvecklar
kunskaper inom omridet, och dels handlar det om elevers sitt att skapa
mentala representationer. Piaget och Inhelder (1967) menar att eleven vid
lirandesituationer i geometri inledningsvis upplever endast en topologisk
relation (endast formen pa objektet beaktas), direfter kan delar av objektet
studeras och slutligen deras inbérdes relationer. Det andra temat belyser hur
elever gor kunskapen till sin egen. Piaget och Inhelder (1967) argumenterar
for att en gradvis utveckling sker hos eleven, och att ny kunskap fogas till
redan befintlig. Siledes dr inte mentala representationer av rymdgeometriska
objekt nigot som skapas genom att eleven perceptuellt liser av omgivningen,
utan det fordras ett aktivt arbete dir manipulering av objekt dr centralt. Dessa
bada teman stéds av forskning (Ambrose & Kenehan, 2009; Battista, 2007;
Clements & Battista, 1992; Kosslyn, 1994; Smith, 1989). Elevers idéer om
former uppstir siledes inte genom att de passivt ser, det fordras att deras
sinnen interagerar med omgivningen och att elever tillits underséka
geometriska objekt och dess attribut for att full forstielse av dem skall uppnas.

Vid analysen av undervisningen kommer siledes ett fokus ligga pid hur
liraren med teknikens hjilp kan skapa en undervisning som belyser
rymdgeometriska objekt, dess delar och relationen mellan dem samt relationen
mellan delar och helheten, eller annorlunda uttryckt understddja elevers
utveckling frin ett visuellt tinkande till att dven omfatta ett analytiskt
tinkande av och om geometriska objekt.
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Forstielse av matematik

Vad matematisk kunskap eller matematisk forstaelse ér, och vad den innebir
har under de senaste decennierna debatterats i forskningslitteraturen (Baroody,
Feil & Johnson, 2007; Halmos, 1985; Hiebert & Carpenter, 1992; Hiebert &
Lefevre, 1986; Kilpatrick, Swafford och Bradford, 2001; Sfard, 1991; Skemp,
1987; Star, 2005). En gemensam faktor i litteraturen ir att definiera vad det
innebdr att kunna och f6rsti matematik. Dessa definitioner grundar sig ofta i
tvid typer av fOrstielse, en for de matematiska begreppen och en fér hur
berdkningar utfors. Tva bendmningar av matematisk kunskap som ir vil kinda
ar konceptuell kunskap och procedurkunskap (Hiebert & Lefevre, 1986). Men
det finns dven andra, som abstrakt och algoritmisk kunskap (Halmos, 1985),
instrumentell och relationell forstielse (Skemp, 1987) eller operationell och
strukturell forstielse (Sfard, 1991). Just konceptuell och procedurkunskap dr
det som frimst diskuterats och lett fram till frigor om hur elever lir sig
matematik, hur undervisning av de olika typerna av kunskap skall ske samt om
nagon av de tvd, konceptuell kunskap eller procedurkunskap ér viktigare. Star
(2005) argumenterar for att anvindande av de tvd kunskapstyperna kan vara
problematiskt:

The term conceptual knowledge has come to encompass not only what is
known (knowledge of concepts) but also one way that concepts can be
known (e.g., deeply and with rich connections). Similarly, the term
procedural knowledge indicates not only what is known (knowledge of
procedures) but also one way that procedures (algorithms) can be known
(e.g., superficially and whitout connections).

(Star, 2005, s. 408)

Star (2005) menar att det finns kvalitetsnivier f6r bada kunskapstyperna och
skiljer pa ytlig respektive djup kunskap. Baroody m.fl. (2007) menar att bide
konceptuell och procedurkunskap dr kunskap som ligger pa en glidande skala
mellan ytlig och djup betriffande moéjligheten att koppla samman dem med
andra former av kunskap och hur de kan anvindas i problemsituationer:

For example, both superficial conceptual and procedural knowledge have
been described as routine expertise (knowledge that can be applied
effectively to familiar, but not new tasks), and booth deep conceptual and
procedural knowledge have been characterized as adaptive expertise
( meaningful knowledge that can be applied creatively, flexibly, and
appropriately to new, as well as familiar, tasks).

(Baroody m.fl., 2007, s. 117)

Det ir viktigt att komma ihig att konceptuell kunskap och procedurkunskap
har starka band med varandra. Baroody m.fl. (2007) menar att matematiska
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procedurer inte utvecklas i vakuum utan de ar skapade for att l6sa problem,
och varje steg i den processen fungerar tack vare matematiska principer,
begrepp och logik (den konceptuella kunskapen). Aven Hiebert och Lefevre
(1986) argumenterar for att det finns band mellan de bida typerna av kunskap,
men de menar dven att det finns tva nivier nir eleven skapar relationer mellan
olika sorts matematiska kunskap. Det f6rsta nivin kallar de f6r den primira
och avser relationer pi samma nivd som informationen presenteras pi. Den
andra, den hogre nivin vilken Hiebert och Lefevre (1986) kallar for den
reflektiva nivin, avser relationer som 4r mindre knutna till en specifik kontext
och relationerna lyfts av eleven sjilv 6ver den primira nivin. Eleven har
férmaga att sortera och gruppera kunskapen, det vill siga ett kvalitativt lirande
med forstielse. Hiebert och Carpenter (1992) definierar ett sidant lirande:

We define understanding in terms of the way information is represented
and structured. A mathematical idea or procedure or fact is understood if
it is part of an internal network.

(Hiebert & Carpenter, 1992, 5. 67)

Kilpatrick m.fl. (2001) menar att matematiskt kunnande innebdr att den
lirande behirskar olika slags kunskap som denne kopplar samman till en
helhet, nigot som de betecknar for matematisk skicklighet (mathematical
proficiency). Denna matematiska skicklighet dr enligt Kilpatrick m.fl. (2001)
uppbyggd av fem komponenter, konceptuell forstielse, f6rmaga att behandla
procedurer, strategisk kompetens, resonemangsférmiga samt produktiv
disposition. Med strategisk kompetens avses foérméigan att formulera,
representera och 16sa matematiska problem. Med produktiv disposition menas
att individen formir se matematiken som férnuftig, nyttig och givande i
kombination med en tro pd flit och sin egen effektivitet. Kilpatrick m.1l.,
(2001) menar att de fem komponenterna dr sammanvivda och beroende av
varandra, och att en djup forstdelse innebir att den lirande kan koppla
samman olika former av kunskap och anvinda dem pa ett produktivt sitt vid
t.ex. problemlésning.

Hur elevers forstielse skall kunna undersékas dr ett metodologiskt
dilemma. Det enda sittet tycks vara att fors6ka beskriva eller mita den utifran
externa signaler sisom elevers beteende, deras uttalanden och deras formaga. I
denna studie kommer detta att ske med stod av tvi teorier, reifikationsteorin
(Sfard, 1991) och teorin om representationer (Duval, 1999), vilka presenteras i
de tva nistkommande avsnitten.

Reifikationsteorin

Ett matematiskt begrepp eller uttryck har ofta tvd sidor, en operationell
processsida och en strukturell objektsida (Persson, 2010). T.ex. kan uttrycket
4+2, betraktas dels som en operation (en addition med svaret 6), dels som ett
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svar till ett problem, t.ex. hur talet sex kan delas upp i tvd termer. Det senare
uppvisar en struktur dédr plustecknet visar hur talet fyra och tva hinger
samman. Ett exempel relevant f6r denna studie kan till exempel vara uttrycket
f6r berikning av ett ritblocks volym, /x & x A. Uttrycket kan betraktas dels som
en operation (en multiplikation som berdknar en volym), dels som ett svar till
ett problem, t.ex. hur ritblockets volym kan delas upp i faktorer om problemet
ar att tillverka en forpackning (med formen av ett ritblock) med en angiven
volym. Den senare uppvisar en struktur dir gingertecknen visar hur
variablerna / 4 och 4 hinger samman.

Sfard (1991) ir inriktad pd dessa tva sorter av matematisk forstielse, den
operationella och den strukturella. Med den operationella forstielsen menas
férmagan att utfora processer, t.ex. gora utrikningar, folja algoritmer, utféra
matematiska resonemang och 16sa problem. Medan den strukturella
forstielsen innebir att man kan se en matematisk process som ett objekt.

Persson (2010) menar att dessa tva sorter av forstielse gor att elever ofta
hamnar i problem nir de skall behandla t.ex. algebraiska uttryck. Det sker
genom att en del elever gir vidare och berdknar uttrycket 2x + 3 och erhaller
svaret 5x. De har dnnu inte f6rmagan att betrakta uttrycket som ett algebraiskt

objekt. Sfard (1991) skriver:

Seeing a mathematical entity as an object means being able to refer to it
as if it was a real thing — a static structure, existing somewhere in space
and time. It also means being capable of recognizing the idea “at a glance”
and manipulate it as a whole, without going into details.

(Sfard 1991, 5. 4)

Sfard (1991) menar att matematiska begrepp genomgér en utveckling for den
lirande, fran dynamiska procedurer till statiska strukturer och att eleven forst
utvecklar en operationell forstaelse f6r att direfter utveckla den strukturella.
Sfard (1991) beskriver denna wutveckling med hjilp av tre stadier:
interiorization, condensation och reification. I denna studie benimns dessa
stadier, internalisering, kondensation och reifikation.

* I internaliseringsstadiet blir eleven bekant med de processer som si
sméiningom ger upphov till det nya begreppet.

* I kondensationsstadiet blir eleven mer kapabel att tinka pd en given
process i sin helhet, utan att kinna ett behov av att ga in pa detaljer.

* Reifikationsstadiet beskrivs som ett ontologiskt skifte. Den som férsoker
lira sig det nya begreppet med hjilp av operationer, ser helt plotsligt
processen ur ett helt annat perspektiv och kan nu behandla den som ett
eget objekt.

Sfard (1991) menar att den strukturella forstielsen skall betraktas som den mer
avancerade, och att en utveckling av forstielse for begrepp gir frin det

30



operationella till det strukturella. Samtidigt sdger hon att det kan finnas
undantag och nimner geometriska idéer som ett sadant, detta di geometriska
figurer kan éaskidliggoras pa ett grafiskt sitt och ddrmed skulle dven den
strukturella forstielsen kunna foregd den operationella. Tall (2008) menar att
operationell och strukturell forstielse kompletterar varandra och att skapa
forutsittningar for elever att utveckla bada slagen av forstéelse dr en utmaning
i matematikundervisningen. Detta idr egentligen nigot som édven Sfard (1991)
ar inriktad mot:

The just suggested model of concept formation implies that certain
mathematical notions should be regarded as fully developed only if they
can be conceived both operationally and structurally.

(Sfard 1991, 5. 24)

Lirande innebir siledes enligt Sfard (1991) att eleven till fullo har forstatt det
aktuella begreppet genom reifikation och kan se pa processen som ett objekt
vilket kan anvindas vid lirande av nya processer (Figur 1).

Concept C
-
reification
|
condensation
I
Concept B interiorization
1
Object B Pr
on
B
reification
condensation
Concept A interionzation
_ |
Object A 1 Pr
on
A
reification
condensation
interiorization
on concrete
objects obi

Fig 1. Generell bild for utveckling av matematiska begrepp, (Sfard, 1991, 5. 22 )

Sfard (1991) menar att reifikation av begrepp A ofta ir en grundforutsittning
f6r internalisering av begrepp B, hon skriver:
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Mathematics as a hierarchy in which what appears to be a process at one
level must be transformed into a full fledged abstract object at a higher
level to become a building block of more advanced mathematical
CONSITUCES.

(Sfard, 1992, s. 94)

Sfard (1991) skriver dock inget om hur undervisning skall ske for att
mojliggéra denna utveckling, men lyfter 4nda fram en aspekt:

There is one thing, however, which is much too essential to be passed over
in silence. It is the potential role of names, symbols, graphs, and other
representations in condensation and reification.

(Sfard 1991, s. 21)

Det Sfard (1991) sdger ér att det dr viktigt att undervisningen bygger pa att
matematiken representeras pa olika sitt, vilket hon ser som en viktig faktor
bade i kondensationsstadiet och i reifikationsstadiet. Just att skapa en
undervisning som later elever erfara att matematiken representeras pa olika
sitt och att transformationer mellan de olika representationerna sker dr dven
nigot som Duval (1999) bygger sin teori om representationer pd, vilken
presenteras i nasta avsnitt.

Representationer

Matematiska objekt kan beskrivas med konkreta objekt men 4ven med
abstrakta, osynliga eller icke fysiska objekt. For att kunna tinka och
kommunicera matematik behéver den representeras, representationer dr de
sitt genom vilka vi lir oss om matematiska objekt (Hesselbart, 2007). Det
finns ingen koppling till dem férutom genom representationen. Dessa
representationer kan vara tecken med sina betydelser, vilka anvinds enligt
regler i en process, det vill siga semiotiska representationer. Dessa inkluderar
naturligt sprik i talad och skriven form, tecken, matematiska diagram, tabeller
och andra schematiska uppstillningar eller tvi- och tredimensionella
geometriska avbildningar.

Det matematiska objektet cylinderns begrinsningsarea kan askadliggéras
med en bild av cylindern, en bild av cylindern utvikt samt ett uttryck for att
berikna begrinsningsarean (Figur 2).
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mn-d

Mantelyta, A =m-d-h h

Begransningsarea = Am + 2+Ac= Ted+h + 2112

Fig 2. Tre sitt att representera begrinsningsarea

Saledes kan samma matematiska objekt representeras pa olika sdtt. Duval
(1999) har valt att kategorisera matematiska representationer i det han kallar
for register och gor skillnad pi monofunktionella och multifunktionella
register. Den grundliggande skillnaden dr att det i den forst nimnda, de
monofunktionella registren, tar representationerna former av algoritmer,
medan det i den senast nimnda, de multifunktionella registren, kan
representationerna  aldrig omvandlas till algoritmer. Duval (1995)
exemplifierar detta genom att det inom grundliggande geometri inte finns
nigon algoritm som stéd for att anvinda figurer heuristiskt eller att ett
matematiskt bevis som baseras pa ett naturligt sprak inte kan formaliseras med
stod av symboler.

Duval (2006) gér ytterligare en typ av kategorisering, beroende av skillnad i
hur man arbetar i registren. Han skiljer pd diskursiva och icke-diskursiva
register. De diskursiva registren inkluderar symboliska och relationella
representationer medan arbetet i de icke-diskursiva registren frimst handlar
om avbildningar. Persson (2010) exemplifierar detta genom att tecken och
symboler i de diskursiva registren ofta ordningbestims efter syntaktiska regler,
sprak i vid mening, medan det oftast inte finns nigon sidan given foljd for
symbolerna i de icke-diskursiva registren, dd dessa oftast betraktas mer pa ett
holistiskt sitt.

I Tabell 1 ges exempel pd representationsformer som var och en tillhor
olika register.
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Tabell 1. Klassifikation av register

Register

Diskursiva

Icke-diskursiva

Multifunktionella

Processer kan inte goras om
till algoritmer

1. Benimning pd objekt

2. Deklaration av samband
eller egenskaper

3. Inferens: argumentation,
berikningar, slutsatser

Ikoniska: ritning, skiss,
monster

Icke-ikoniska: geometriska
figurer konstruerade med

verktyg

Overgings— och hjilp-representationer:
Inga regler f6r kombinationer

Monofunktionella I symboliska system: Formella diagram
De flesta processer ar Numeriska berikningar Kartesiska grafer
algoritmiska Algebraiska processer

Formella sprik

Tabellen hirstammar frin Duval (2006) och har omarbetats av Persson
(2010). Men for att den ska bli mer relevant for denna studie har ytterligare
bearbetning gjorts vilket presenteras i Tabell 1. Vi har siledes flera olika
register for diskursiv representation och flera register for visuell icke-diskursiv
representation. Detta innebir ett komplext samspel mellan representationer
och transformationer inom samma register savil som mellan olika register vid
all sorts matematisk aktivitet.

Duval (2006) skiljer pid tva typer av transformationer av semiotiska
representationer, behandling (treatment) och konvertering (conversion).
Behandling innebir transformationer inom ett och samma register (t.ex.
transformationen mellan de bada ikoniska sitten att representera
begrinsningsarean i fig. 2), konvertering innebir transformationer mellan
olika register (t.ex. ikonisk bild — symbolisk representation i fig. 2).

Matematiskt tinkande och matematiskt resonemang fordrar ofta att tva
eller tre register aktiveras parallellt. Arbete med geometriska figurer kriver
alltid transformationer mellan visuella och diskursiva representationer, dven
om endast en av dem kan vara i férgrunden beroende av matematisk aktivitet.
Duval (1999) argumenterar for att utveckling inom matematik kan kopplas till
att individen utvecklar och anvinder flera olika register samt har formégan att
genomfora transformationer inom samma sévil som mellan olika register:

The true challenge of mathematics education is first to develop the ability
fo c/mnge representation register

(Duval, 2006, 5.128)

Duval (2006) anser att undervisning i matematik inte i tillricklig omfattning
tillgodoser detta utan att den ofta sker pa ett mer tillrittalagt sitt si att elever
inte erbjuds tillfille att arbeta med dessa transformationer. Han menar saledes
att en orsak till elevers svirigheter i matematik, dr att de erhiller endast en
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ytlig forstielse for och att pa egen hand kunna genomféra omvandlingar av
representationer och byten av register. I wundervisningen kan dessa
transformationer mellan olika register ses som en enkel operation. Hesselbart
(2007) argumenterar for att sd inte dr fallet:

Conwversion is wrongly considered to be a natural operation for students
and therefore, irrelevant in curricula. Opposite to the common
conceptions, conversion is: necessary in mathematical activity and it has
nothing to do with being a natural activity.

(Hesselbart, 2007, s. 18)

Duval (1999) argumenterar for att det dr centralt att liraren vid planering och
genomférande av undervisning aktivt arbetar med och funderar pi hur
eleverna pa bista sitt skall fa syn pa och erfara transformationer, det vill siga
vilka faktorer det dr som kan askadliggora detta. Han skriver:

Very often problem solving or explanations meant to convince students to
resort to such transformations as if they were immediate and obvious for
every student. Many observations show that this is not the case. There are

Sfactors that inhibit or trigger the «visibility» of such transformations.
(Duwval, 1999, s. 5)

Saledes dr det av storsta vikt att undervisningen arbetar med detta, inte minst
da miénga elever inte inser att olika representationer kan sta for ett och samma
objekt, utan ser dem som skilda frin varandra (Persson, 2010).

Transformationer och reifikation

Vid analysen av datamaterialet kommer de ovan nidmnda teorierna att
anvindas. Enligt Sfard (1991) sker utveckling av forstaelse f6r begrepp genom
att eleven forst utvecklar en operationell forstaelse for att direfter utveckla den
strukturella forstielsen. Denna utveckling sker som nidmnts ovan enligt de tre
stadierna, internalisering, kondensation och reifikation. Sfard (1991) nimner
kort att arbete med transformationer i undervisningen #r viktigt f6r att
mojliggéra denna utveckling. Detta dr dven ndgot som Duval (1999)
argumenterar f6r genom att hivda att utveckling inom matematik kan kopplas
till att individen utvecklar och anvinder flera olika register samt har fé6rmaga
att genomfora transformationer inom samma register sivil som mellan olika
register.

Aven NCTM - Standards (2000) understryker vikten av att elever
utvecklar formégan att anvinda flera olika representationsformer som verktyg
vid problemlésning och olika sorters resonemang inom matematik.
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Tchoshanov (2002) argumenterar for att det finns ett samband mellan elevers
férmaga att arbeta med olika register och deras forstielse for begrepp:

We consider representational flexibility, reversibility and generalization
as an indicator of students’ conceptual understanding and advanced
learning in mathematics.

(Tchoshanov, 2002, 5. 207)

Genom att f6lja Tchoshanov (2002) fokuseras i denna studie elevens formaga
att anvinda sig av olika register och utfora transformationer (Duval, 2006),
vilket ses som en indikator for forstielse for begrepp i enlighet med
reifikationsteorin (Sfard, 1991). Uttryckt annorlunda, dr det en undervisning
som bygger pa att elever erfar transformationer som méjliggér en utveckling av
deras forstdelse for begrepp. For att askadliggéra den utveckling som sker
anvinds den generella bilden for utveckling av matematiska begrepp (Figur 1)
i enlighet med reifikationsteorin (Sfard, 1991). I figuren utgir undervisningen
fran det Sfard (1991) bendmner “concrete objects” vilket kan vara bade reella
objekt men dven t.ex. konventioner, metoder eller algoritmer, det vill siga sitt
att arbeta med matematik, hon skriver:

These objects have certain features and are subjected to certain processes
governed by well defined laws. The mathematician describes properties of
sets and numbers in much the same way as the scientist presents the
structure of molecules and crystals.

(Sfard, 1991, 5. 3)

I denna studie benimns dessa "concrete objects” som geometriska objekt vilket
kan vara reella objekt, men 4ven konkret tinkande innefattande fakta och
beskrivningar av geometriska objekt savil som vardagliga materiella objekt
kopplade till geometri. Det vill siga, det som undervisningen i geometri
behandlar inklusive matematikens regler och konventioner som den lirande
maste behirska. Med geometriska objekt avses siledes bade objekten i sig sjilv
men dven vigen fram till en forstielse av objekten.

Den generella bilden for utveckling av matematiska begrepp (Figur 1)
dskidliggor utveckling pa tva sitt, bade i vertikal och i horisontell riktning.
Den vertikala utvecklingen som kan mdjliggéras genom arbete med
transformationer sker inom en enskild ruta motsvarande ett begrepp (Figur 3).
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transformationer
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transformationer

Geometriska objekt ] I:> [ Internalisering ]
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Figur 3. Utveckling for ett begrepp

Den andra typen av utveckling, i den horisontella riktningen, sker genom
arbete med transformationer och dir eleverna anvinder sig av tidigare
reifikerade begrepp som en forutsittning for att skapa forstielse for nya
begrepp (Figur 4).

Begrepp A
C

Arbete
med

transfor-

Forstaelse
Begrepp

prwsa S I for begrepp

med

transfor-
mationer

Begrepp
A

Figur 4. Utveckling dar forstdelse for nya begrepp grundas i tidigare lirda begrepp

Figur 4 visar den progression som sker i elevens forstielse for matematiska
begrepp och att vissa begrepp dr en forutsittning f6r forstielse av nya begrepp.
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Sfard (1991) menar att nir eleven nir kondensationsstadiet for en process s
kan den kunskapen anvindas for att gora jamtérelser och kombinera processer
och bygga vidare pi tidigare lird kunskap. Aven Shepard (2005) argumenterar
for att elever bygger ny forstaelse i férhallande till det de redan kan och menar
att lirare kan underbygga utveckling genom en undervisning som underlittar
for eleverna att koppla ny kunskap till redan befintlig sidan.
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METOD

Denna studie handlar om hur liraren med olika strategier anvinder och
utnyttjar tekniken f6r att lyfta fram det matematiska innehallet vid
helklassundervisning. I detta kapitel presenteras den metodologiska ansats som
gett mig vigledning for en sidan studie, de metoder som anvints och hur de ar
relaterade till de teoretiska antagandena samt hur studiens olika delar ar
genomfoérda. Vidare behandlas forforstaelse, validitet, reliabilitet och
generalisering samt de etiska 6verviganden som gjorts i studien.

Kunskapsteoretiska antaganden

Samhillsvetenskaplig forskning anses ofta ha en generell inriktning, som
endera kvantitativ eller kvalitativ. Kvantitativ forskning kan ses som en
forskningsstrategi vilken betonar kvantifiering nir det giller insamling och
analys av data. Metoden betonar ofta ett deduktivt synsitt pa relationen
mellan teori och forskning.

Kvalitativa forskningsstrategier ddremot anses ligga vikt vid hur individer
tolkar sin sociala verklighet, karaktiren av en foreteelse eller syftar till att skapa
forstielse f6r ett fenomen, metoden betonar ett induktivt synsitt pa relationen
mellan teori och forskning (Bryman, 2011). Kvalitativ forskning fokuserar
saledes ofta pi att utveckla koncept som stdder forstielse av sociala fenomen i
naturliga miljéer genom att undersoka deltagarnas mening, synpunkter och
upplevelser.

Kvalitativ och kvantitativ forskning ér siledes inte varandras motsatser, de
kan snarare ses som att de kompletterar varandra nir de adresserar olika typer
av frigestillningar och didrmed dven tillhandahaller olika slags svar. Kvalitativ
forskning samlar vanligtvis in data genom metoder sisom observationer,
fallstudier, intervjuer eller textanalys. Dessa metoder 4r enbart verktyg for att
samla in data, och de behover knytas till en teori och en forskningsmetodologi
sa att filosofiska underliggande idéer eller motiv sdsom epistemologi eller
ontologi kan bli forstidda (Larsson, 2009).

Vissa forskare anser dock att det snarare dr karaktiren pa data, fenomenens
egenskaper som kan sidgas ha kvalitativa eller kvantitativa egenskaper, medan
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de metoder genom vilka data skapas inte kan karakteriseras i denna mening,
eftersom sdttet man samlar in data pa vare sig kan vara kvalitativt eller
kvantitativt (Ercikan & Roth, 2005; Asberg, 2001).

Ercikan och Roth (2005) argumenterar for att forskning inte behover
polariseras i kvantitativ eller kvalitativ inriktning, utan att alla fenomen och all
kunskap simultant har bada dimensionerna. Det centrala i detta resonemang
ir dndid att forskaren hela tiden goér aktiva val betriffande datakillor,
datakonstruktion och analysmetoder sa att de pd bista sitt passar och besvarar
forskningsfrigorna och att vederbérande overviger flera olika metoder och
former i denna utredning.

Med detta sagt kan denna studie sigas ha data vilken bade har kvantitativa
och kvalitativa drag. Resultatet frin elevernas tester kan sdgas utgéra
kvantitativa data medan analysen och presentationen av dessa data sker pi ett
kvalitativt sitt. Vidare tolkas genom att folja Bryman (2011) det insamlade
observationsmaterialet och underlaget frin intervjuer pa ett kvalitativt sitt da
fokus ligger i hur individerna uppfattar sin sociala verklighet eller karaktiren
av en foreteelse i syfte att skapa forstaelse f6r de aktuella fenomenen.

Metodologisk ansats

Den metodologiska ansats som anvints i studien 4r etnografi. Etnografi som
inriktning har under det senaste drtiondet blivit allt mer vanligt vid forskning
inom utbildning (Beach, 2010; Player-Koro, 2012). Metodologiskt sett
tillhandahéller etnografi ett brett teoretiskt och filosofiskt ramverk vilket
inrymmer bestimda idéer och procedurer f6r bide datainsamling och analys
vilka hjilper forskaren att koppla samman dessa delar pi ett logiskt sitt.
Walford (2008) argumenterar for att vid forskning om undervisning ir de
metoder f6r datainsamling vilka brukar forknippas med etnografi vil
fungerande, detta di de ger stdd for forskaren i dennes arbete att ta sig in i
aktuell kontext, och den undervisningspraktik som forskningen riktar sig mot,
for att samla data om de studerade minniskorna och deras ageranden i sina
naturliga miljéer.

Etnografi som inriktning ar limplig nir uppgiften ir att utforska nigon
aspekt av livet hos de som studeras i deras naturliga miljo (Hamersley, 1992;
Hamersley & Atkinson, 2007; Pole & Morrison, 2003; Silverman, 2013;
Walsh, 2004). Detta inkluderar hur dessa minniskor uppfattar de situationer
de stills inf6r, hur de ser pa sig sjilv och pa andra i den situationen. Empirisk
forskning forutsitter en foérankring i empiriskt material. Inom etnografisk
tradition ligger man stor vikt vid nirvaro i det sammanhang som studeras.
Larsson (2005) menar att fortrogenheten med vardagen miste finnas vilket
bildar grunden for validitetsansprik. Det maste finnas en nérvaro i form av
deltagande observation som kan éverbrygga det avstand, som dr underforstatt i
tanken om validitet. I termer av datainsamling innebdr etnografi att forskaren
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deltar 6ppet eller dolt i manniskors dagliga liv, studerar vad som hinder,
lyssnar pa vad som sdgs och stiller frigor informellt eller genom intervju samt
samlar in olika typer av dokument (Hammersley & Atkinson, 2007).

Walsh (2004) menar att det finns tre karakteristiska drag inom etnografi.
For det forsta, finns det inga distinkta steg mellan att skapa teorier, konstruera
hypoteser, samla in data och testa hypoteser. Forskningsprocessen handlar
snarare om en konstant interaktion mellan formulering, datainsamling och
dataanalys. For det andra, forskaren — observatéren édr det primira
forskningsinstrumentet. Det handlar om att etablera kontakter, planera och
genomfora observationer, intervjua samt sammanstilla data. Slutligen for det
tredje, etnografi innebdr med fordel att flera olika sitt att samla in data
anvinds, dir observation dr det centrala men att denna kompletteras med
andra tekniker. Bryman (2011) menar att detta dven dr nigot som stirker
validiteten och att det dr limpligt att forskaren anvinder olika typer av data
angiende samma fenomen, si kallad triangulering. Larsson (2005) menar att
en systematisk anvindning av triangulering dr ytterst verkningsfullt for att ge
trovirdighet at tolkningar.

Inom etnografi spelar som nimnts deltagande observation en viktig roll.
Walsh (2004) beskriver fyra sitt som denna observation kan ske pa beroende
av hur pass involverad forskaren blir i filtarbetet. Forskaren kan agera som
tullstindig observatdr, observatdr som deltagare, deltagare som observatér eller
som fullstindig deltagare. De fyra sitten kan placeras pi en glidande skala
utifrin graden av deltagande frin forskaren sida. Forskaren kan vara aktiv
deltagare eller passiv deltagare. Detta miste stillas mot mojligheter att skapa
forstielse. Vid forskning inom utbildning kan det f6r en forskare innebira
svirigheter att fungera som en deltagare, detta da forskarens nirvaro oftast inte
ar ett naturligt inslag i verksamheten. Oavsett graden av deltagande frin
forskaren sida sker alltid observatérseffekter i mer eller mindre omfattning,
effekter som forskaren bor vara medveten om och forsoka minimera.

Forskning med etnografisk inriktning har traditionellt inneburit att
forskaren befinner sig ling tid pa filtet under arbetet med datainsamling,
ibland flera ar, men det finns varianter betriffande tidsaspekten. Jeffrey och
Troman (2004) har identifierat tre, vad de kallar for etnografiska tidsmodeller
(time modes), med vilket de asyftar hur linge eller hur frekvent forskaren
uppsoker filtet. De bendmner dessa tidsmodeller f6r komprimerad, selektiv
intermittent och 4terkommande. Den komprimerade modellen avser som
namnet antyder att datainsamling sker under en relativt kort tidsperiod:

A compressed mode involves a short period of intense ethnographic
research in which researchers inhabit a research site almost permanently
Jfor anything from a few days to a month.

(Jeffrey & Troman, 2004. s. 538)
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I den selektiva intermittenta modellen sker datainsamling under en tidsrymd
av tre manader upp till tvd dr, men med ett mycket flexibelt sitt att besoka
datainsamlingsplatsen. 1 den tredje, den dterkommande modellen, sker
datainsamling mer i temporira faser, under en lingre tidsperiod, vilket syftar
till att skapa en bild av samma édterkommande temporira hindelser, t.ex.
examinationsperioder inom utbildning eller andra typer av dterkommande
inslag i verksamheten.

Betriffande datainsamlingen i denna studie antogs det Jeffrey och Troman
(2004) kallar for komprimerad tidsmodell, detta dé intresset i studien ér riktat
mot omréidet tredimensionell geometri och vanligt dr att detta
undervisningsavsnitt behandlas under en relativt kort period. I denna studie
var den perioden fem veckor. Hur denna datainsamling genomfordes beskrivs
mer utforligt i ndstkommande avsnitt.

Beach (2010) menar att det dr helt naturligt att forskaren i en etnografisk
studie stills infér en rad av stillningstaganden, bade infér studiens
genomforande, men dven fortlépande under studien.

Ett sadant stillningstagande i denna studie 4r sittet att presentera resultat
och analysen av resultatet. Vid etnografiska studier sker detta vanligtvis genom
att resultat och dess analys presenteras var for sig (Aspers, 2011; Wolcott,
2008). I denna studie presenteras resultat och analys samtidigt. Detta gors for
att komma ifrin problemet med upprepningar samt for att lisaren skall
erbjudas en mer sammanhallen lisning och inte behéva bldddra fram och édter i
dokumentet.

Fallstudie

Som nidmnts dr fokus i denna studie att studera de komplexa relationerna
mellan ldraren, elever och tekniken i geometriundervisning och for detta har
etnografi som metodologisk ansats anvints.

Mitchell (2000) menar att varje forskare som presenterar en studie av en
grupp miénniskor har i sjdlva verket utfort en fallstudie. Aven Merriam (1994)
menar att fallstudier har nira kopplingar till etnografiska studier. I denna
studie skulle den deltagande lirarens teknikunderstddda undervisning kunna
betraktas som ett fall.

Vad begreppen fall och fallstudie innebdr rider det nigot olika mening om
och Merriam (1994) menar att detta kan bero pi att forskare ofta jimstiller
fallstudier med filtarbete, etnografisk metodik, intervjuer eller deltagande
observation. Stake (2000) ser fallstudier som en avgrinsning av de minniskor
eller det fenomen som studeras snarare dn en metodologi. Merriam (1994)
definierar en fallstudie som "en unders6kning av en specifik foreteelse, t.ex. ett
program, en hindelse, en person, ett skeende, en institution eller en social
grupp” (s. 24).

Som nimnts tidigare har fallstudier nira kopplingar till etnografiska studier
och en del forskare som arbetar i enlighet med den etnografiska traditionen
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betraktar den forskning de utfor som etnografiska fallstudier (Lipka m.fl.,
2005; Mattson, 2009; Meier, 2011). I dessa studier utgir forskarna frin en
enhet (fallet) men argumenterar for att den valda enheten dr en del av ett
storre system eller knutet till en social kontext. Merriam (1994) menar att en
etnografisk fallstudie 4r "mer 4n en intensiv, holistisk beskrivning och analys
av en social enhet eller foreteelse” (s. 37). Hon argumenterar for att en sidan
studie mycket mer tar hansyn till sociala och kulturella betingelser vilka kan ha
inverkan.

Nir det handlar om fallstudier finns det siledes olika typer och Mitchell
(2000) gor en uppdelning baserat pa det resultat som studien kan komma att
generera. Han skiljer pa deskriptiva, heuristiska eller plausibla fallstudier.
Deskriptiva studier inriktar sig pd slutprodukten vilken skall vara en
omfattande beskrivning av den hindelse eller den enhet som studerats.
Heuristiska fallstudier syftar till att utveckla teorier. Plausibla fallstudier
bygger pa att forskaren onskar testa tolkande paradigm vilka faststillts endera
genom tidigare fallstudier eller genom andra procedurer. Plausibla fallstudier
kan mycket vil f6lja pd heuristiska studier for att faststilla teoriers giltighet.

En intressant frigestillning inom all forskning 4r huruvida resultatet kan
generaliseras, sa dven vid fallstudier. Det finns flera forskare som menar att det
under vissa betingelser finns mojligheter att generalisera resultat frin
fallstudier (Flyvbjerg, 2006; 2011; Mitchell, 2000). Mitchell (2000) menar att
en viktig aspekt f6r detta dr den omfattning som resultatet verkar vara knutet
till speciella utmirkande drag i situationen. Han menar att om resultatet ar
starkt baserat pi sidana utmirkande typiska drag si minskar moéjligheten att
generalisera. Flyvbjerg (2011) menar dock att om resultaten frin fallstudier
inte kan generaliseras betyder det inte att den framkomna kunskapen inte kan
bidra med kunskap till det aktuella forskningsfiltet. Kunskap i sig kan vara
6verforbar dven om den formellt inte dr generaliserbar.

Flybjerg (2006) menar dven att fallstudiers generaliserbarhet kan o6kas
genom ett strategiskt val av fall. Han skriver:

Generalizability of case studies can be increased by the strategic selection
of cases. When the objective is to achieve the greatest possible amount of
information on a given problem or phenomenon, a representative case or
a random sample may not be the most appropriate strategy.

(Flyvbjerg, 2006, s. 13)

Det Flyvbjerg (2006) menar dr att det typiska fallet kanske inte ér rikast pa
information, snarare kan forskaren erhilla mer information frin ovanliga eller
extrema fall di dessa ofta aktiverar flera aktorer eller mekanismer i den
studerade situationen.

I samband med detta diskuterar Flyvbjerg (2006) olika typer av fall vilka
han bendmner fér paradigmatiska fall, extrem/avvikande fall, kritiska fall och
maximumvariationsfall. Ett paradigmatiskt fall dr ett fall som belyser mer
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allminna sirdrag hos sambhillet i friga. Det extrem/avvikande fallet kan vara
limpligt f6r att f4 fram poidnger som avviker frin det normala vilka sedan
belyses i jimforande syfte. Med kritiska fall avser Flybjerg (2006) sidana fall
som har strategisk betydelse i forhillande till det allminna problemet dir
syftet kan vara att fi fram information som tillater logisk deduktion. Med den
sista typen maximumvariationsfall viljer forskaren ut tre till fyra fall vilka ar
mycket olika i en viss dimension t.ex. organisationsform. Syftet dr att erhalla
information om signifikansen hos olika omstindigheter.

I denna studie skulle som nidmnts den deltagande ldrarens
teknikunderstédda undervisning i en klass kunna betraktas som ett fall, vilket
beskrivs i det féljande.

Kriterier for deltagande i denna studie var att liraren skulle vara
legitimerad f6r att undervisa i matematik och besitta goda kunskaper om
teknikens mojligheter, men dven ha stor vana att anvinda den i
matematikundervisning. Genom kontakter erhélls namn pa tinkbara
informanter. En kvinnlig lirare valdes ut, dels di hon uppfyllde de ovan
nimnda kriterierna fér deltagande i studien, men 4ven av for studien rent
praktiskt genomforbara skil. Liraren tillfrigades om hon under innevarande
ldsdr skulle undervisa inom det aktuella omridet och om hon kunde tinka sig
att delta i studien. Liraren har undervisat i matematik i 19 4r och ir siledes
vildigt erfaren. Hon dr vil fortrogen med och har stor vana i att anvinda sig av
teknik i matematikundervisning och har anvint sig av det i sin undervisning i
mer an sex ar.

Den deltagande klassen bestod av 21 elever (13 pojkar, 8 flickor), vilka gick
den sista terminen i grundskolans ar nio. Eleverna hade tidigare under 4r 8
arbetat med areabegreppet. De hade dven arbetat med enklare
volymberikningar av tredimensionella objekt, t.ex. prisma och kub. Under
inledningen av dr 9 hade eleverna dven arbetat med Pythagoras sats. Den
aktuella skolan ér en relativt stor skola i en stérre stad i Mellansverige.

Beskrivningen av liraren och hennes undervisning kan jimf6éras med ovan
gjorda kategorisering av olika typer av fall, Flyvbjerg (2006) och jag vill mena
att fallet ndrmar sig beskrivningen av ett kritiskt fall. Detta di lirarens sitt att
utnyttja tekniken i matematikundervisningen gor att fallet i sig dr intressant.
Flyvbjerg (2006) menar att om forskaren i ndgon méin skall kunna generalisera
maste fallet noggrant definieras, han menar om en aspekt giller for det
studerade fallet borde det rimligtvis dven kunna gilla f6r liknande fall under
liknande forutsittningar. Mojligheter till generalisering i denna studie
diskuteras narmare i detta kapitels sista avsnitt.
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Datainsamling

I denna studie samlades data in under fem veckor, den tid som undervisningen
i den aktuella klassen inriktades mot tredimensionell geometri. Insamling av
data skedde pa fyra sitt, genom elevtester, observationer understédda av video,
intervju med ldraren samt fokusgruppsintervijuer med elever. I samband med
fokusgruppsinterviuerna genomforde eleverna en gruppuppgift.

Elevtester

For att kunna uttala sig om teknikunderstodd undervisning moijliggor ett
lirande hos eleverna genomfordes ett forforstielsetest i syfte att ta reda pa
elevernas kunskaper om tredimensionell geometri innan de deltagit i
undervisning.  Efter att arbetsomridet avslutats genomférdes ett
uppféljandetest vilket var identiskt med forforstaelsetestet.

Forskaren kan anvinda sig av tester nir syftet dr att visa pa en eventuell
utveckling av forstielse for begrepp hos eleverna. Detta kan t.ex. gbras nir
effekten av nya undervisningsmetoder eller nytt undervisningsmateriel vill
testas, endera i en grupp (Ambrose & Kenehan, 2009) eller att forskaren
genomfér en studie ddr tvd grupper viljs ut eller konstrueras, dir den ena
gruppen fungerar som kontrollgrupp (Leung, 2008; Song & Lee, 2002;
Verschaffel & De Corte, 1997). Higgstrom, Bergqvist, Hansson, Kullberg
och Magnusson (2012) menar att det dr viktigt att forskaren vid test-
konstruktionen tinker igenom vilka fragestillningar som dr limpliga beroende
av undervisningsomride samt att testet inte dr f6r omfattande da risken annars
finns att eleverna inte orkar arbeta igenom det, vilket kan leda till osikerhet.

Forforstielsetestet (Bilaga 2) i denna studie konstruerades av ldraren
utifrin direktiven att det inte skulle vara for stort, att fragestillningarna skulle
vara ganska allmént héillna, mer av beskrivande typ, samt att det skulle finnas
minst en uppgift som mer testade elevernas problemlésande férméiga.

Testet genomférdes dagarna innan undervisningen inom det aktuella
omréidet skulle starta. Liraren ombesérjde detta och det var 20 av 21 elever
ndrvarande. Jag som forskare tog direfter del av dessa tester och gick igenom
dem, detta i forberedande syfte infor de kommande observationerna sa att jag
skulle veta mera om elevernas forkunskaper. Arbetsomridet avslutades med att
eleverna genomférde uppfoljandetestet. Aven detta ombesérjdes av liraren och
det var 20 av 21 elever som genomférde uppféljandetestet.

Observation

Insamling av data genom videounderstédd observation var en viktig del i
studien. Observationerna genomfordes enligt det som Walsh (2004) kallar for
forskaren som fullstindig observatér. Jag som forskare placerade mig lingst
bak i klassrummet och férde anteckningar om det som skedde under
lektionen. Totalt dokumenterades 18 lektioner. Videodokumentationen
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skedde under hela lektionstiden med hjilp av tvi kameror monterade pa stativ.
Den ena kameran var placerad lingst bak i klassrummet, si riktad att den
filmade klassen och ldrarens ageranden, speciellt inriktad mot ldrarens
anvindande av teknik i undervisningen. Den andra kameran var placerad
lingst fram i klassrummet och riktad s att den filmade eleverna och deras
ageranden.

Nir det giller de anteckningar som gors vid etnografiska studier, ofta
kallade filtanteckningar, menar Walsh (2004) att dessa maste vara pedantiskt
genomforda. Detta innebir frigor f6r forskaren om vad som skall antecknas. I
denna studie hade forskaren fordelen att allt videodokumenterades och darfor
hade de anteckningar som gjordes mer formen av noteringar om intressanta
saker som intriffade under lektionerna. Walsh (2004) argumenterar for att
férutom filtanteckningar skall forskaren dven skriva ner det han kallar for
analytiska memos, vilket dr analytiska idéer som framkommer under
datainsamling vilka kan hjilpa till att identifiera uppdykande idéer och fungera
vigledande i forskningsstrategin. Vidare kan dessa memons i senare skeenden
av processen erbjuda en reflektiv granskning av forskningen.

Individer som blir observerade kanske inte alltid beter sig som de vanligtvis
gor. Bryman (2011) kallar detta for reaktiva effekter, och tar upp tre sidana
eventuella piverkansfaktorer relevanta for denna studie. En effekt hos dem
som studeras dr att de tror att de skall bete sig pa ett visst sitt eller ge uttryck
for vissa attityder. Den andra effekten kallar Bryman (2011) for rolleffekt, att
en deltagare frestas att inta en viss roll. Den tredje effekten ér helt enkelt, att
en observators nirvaro kan i sig paverka sa att saker och ting férandras.

I denna studie férsékte jag minimera dessa effekter genom att jag innan
studien startade beskrev syftet med studien, hur datainsamlingen skulle ske
och att detta innebar att jag under en period skulle vara nirvarande i
klassrummet. Vidare var jag dven med vid ett par lektionstillfillen innan
datainsamlingen si att eleverna hade mojlighet att vinja sig vid min nirvaro.

Intervju

Kvalitativa intervjuer skiljer sig frin intervjuer i kvantitativ forskning si till
vida att i kvalitativa intervjuer dr intresset riktat mot den intervjuades
stindpunkter medan intervjun i en kvantitativ undersdkning speglar forskarens
intressen (Bryman, 2011). Detta betyder dven att formerna pa intervjun skiljer
sig at. I kvalitativa intervjuer dr det 6nskvirt att lita intervjun rora sig i olika
riktningar och det som ér relevant dr intervjupersonens upplevelser och synsitt
medan detta inte dr 6nskvirt vid insamling av kvantitativ data (Bryman, 2011).
Tvé vanliga former av intervju vid kvalitativ forskning dr ostrukturerad och
semistrukturerad intervju. Vid ostrukturerade intervjuer anvinder forskaren
som mest sig av ett PM som en form av minneshjilp vid genomgangen av ett
visst antal teman under intervjun. Vid den semistrukturerade intervjun har
forskaren en lista, en intervjuguide, innehéllande ett antal frigor/teman som
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ska beréras under intervjun. Men frigorna behover inte komma i samma
ordning som i guiden utan intervjun kan liknas mer som ett vanligt samtal
(Ryen, 2004). Men en viktig skillnad foreligger, intervjun ér férberedd och det
dr intervjuaren som oftast definierar och leder intervjun (Kvale & Brinkmann,
2009).

En annan typ av intervju dr fokusgruppsintervju, en form av gruppintervju
med grupper som i regel bestir av fyra till nio deltagare. Fokusgruppsintervjun
karakteriseras av att de personer som intervjuas har en gemensam upplevelse.
Forskaren gér innan intervjun en innehills- eller situationsanalys av materialet
som leder till vissa hypoteser (Hylander, 2001). Utifran detta konstrueras en
intervjuguide. Forskarens fokus ligger i att ta reda pa hur deltagarna uppfattar
den fragestillning som presenteras for dem (den gemensamma upplevelsen).
Situationen dr forhéillandevis ostrukturerad fér att deltagarnas dsikter och
synsitt skall kunna komma till uttryck (Bryman, 2011). Den som leder
fokusgruppsintervjun (vanligtvis forskaren) kallas ofta f6r moderator, han eller
hon skall skéta intervjun men ha en mer tillbakadragen roll. Utifran
intervjuguiden presenterar forskaren ett antal teman som det dr tinkt att
gruppen skall diskutera. Hylander (2001) menar att gruppdynamiken ir viktig
och att nir en deltagare bérjar beritta inspireras de 6vriga ofta till att viga tala.
Med hjilp av de andras berittelser kan dven deltagarna erinra sig sidant som
de annars kanske inte skulle ha kommit ihag. Vid lyckosamma fokusgrupps-
intervjuer kan forskaren pd detta sitt snabbt fi ett stort antal varierande
synpunkter och ésikter.

De ovan nimnda intervjutyperna dr de som anvindes i denna studie. Detta
sa till vida att liraren intervjuades enligt det Bryman (2011) kallar for
semistrukturerad intervju samt fokusgruppsintervjuer genomférdes med
eleverna. Dessa intervjumetoder ligger vil i linje med den etnografiska metod-
ansatsen da de kan hjilpa till att lyfta fram hur elever och lirare uppfattar de
situationer de stélls infor i klassrummet, hur de ser pi sig sjilv och pa andra i
dessa situationer.

Lirarintervju

Vid semistrukturerade intervjuer dr intervjuprocessen flexibel och tonvikten
ligger pé hur intervjupersonen uppfattar och tolkar situationer och skeenden. I
detta fall handlar det om ldrarens beskrivning och uppfattning om
undervisningen som sker med stéd av teknik. Intervjumetoden ar limplig di
den kan hjilpa forskaren att finga och tolka det liraren upplever vara viktigt
ndr hon férsoker beskriva och forklara hindelser och beteenden samt ge en
bild av olika féreteelser i hennes teknikunderstodda undervisning.

Intervjun skedde i slutet av datainsamlingsperioden, detta av tva skil. Dels
kunde information frin observationer bidra till utékade och mer specifika
fragestillningar. Dels kombinerades intervjun med videoklipp fran
undervisningen (videostimulerad intervju), en metod som Gellert, Chapman
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och Becerra (2011) menar kan bidra med information bortom vad som ir
mojligt vid traditionella intervjuer. Mer specifikt handlar videostimulerad
intervju om att forskaren i samband med observationer eller vid genomging av
inspelat material uppticker eller upplever intressanta foreteelser vilka dr virda
att folja upp och diskutera vid intervjun. Rent praktiskt sa férbereder forskaren
detta genom att plocka fram ett antal sekvenser som denne 6nskar diskutera
med den intervjuade och pa detta sitt berika intervjun. Infér intervjun
sammanstilldes en intervjuguide (Bilaga 3).

Att forligga intervjun sent under datainsamlingsperioden kan dock vara en
nackdel, satillvida att liraren i detta fall kan ha svirigheter att minnas sina skal
till olika val/strategier som gjordes i tidiga lektioner under perioden. Jag vill
mena att i denna studie var inte den risken si stor, di datainsamlingsperioden
var relativt kort (fem veckor) men dven just ddrfor att metoden
videostimulerad intervju anvindes vilket fungerade som ett utmirkt stéd for
forskaren att lyfta fram sekvenser vilka dven kunde hjilpa liraren att minnas
lektioner och sekvenser tidigt under perioden.

Fokusgruppsintervjuer

Fokusgruppsintervjuer har fordelar jimfort med individuella intervjuer.
Vaughn, Schumm och Sinagub (1996) argumenterar for att fokusgrupps-
intervjun kan starta en aktiv diskussion vilken kan lyfta fram ett storre djup i
forstdelsen om uppfattningar, forestillningar, attityder samt erfarenheter sett
ur olika synvinklar och samtidigt erbjuds méjligheter f6r forskaren att
dokumentera kontexten frin vilken dessa forstielser uppkommer. I denna
studie dr intervjumetoden limplig d& eleverna gemensamt upplever
teknikunderstédd undervisning i matematik.

Fokusgruppsintervjuerna genomférdes dagarna efter att undervisningen
inom det aktuella omradet avslutats. Antalet intervjuer var tre till antalet och
varje grupp bestod av fyra elever, tvd flickor och tvd pojkar. Grupperna hade
satts samman av den undervisande liraren endast utifrin kriteriet att eleverna
tillsammans bildade en fungerande grupp. Jag som forskare fungerade som
moderator och jag utgick frin en intervjuguide som upptog ett antal teman om
undervisningen (Bilaga 4). Fokusgruppsintervjun avslutades med att eleverna
parvis erholl en gruppuppgift som de skulle 16sa (Bilaga 5). Gruppuppgiften ir
himtad frin ett tidigare nationellt dmnesprov i matematik for arskurs 9
(Skolverket, 2006). Syftet med gruppuppgiften var dels att skapa mer underlag
om elevernas eventuella kunskapsutveckling, dels erbjod tillfillet mig som
forskare att hora eleverna resonera om problemldsning i en uppgift om
rymdgeometri.  Grupperna  redovisade  sina  lésningar  muntligt.
Fokusgruppsintervjuerna ~ savil som  arbetet med  gruppuppgiften
dokumenterades med video samt med en extra ljudupptagning, detta di det
avslutande grupparbetet genomférdes pd ett sidant sitt att par-grupperna
placerades en bit ifrin varandra.
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Forforstaelse, validitet, reliabilitet och generalisering

Forforstielse

Betriffande insamling av data dr det av intresse att fundera pa den f6rforstielse
forskaren har i de aktuella situationerna.

Ett av etnografins karakteristiska drag dr den betydelse som tillskrivs
forskarens “jag” i forskningsprocessen, forskarens identitet, varderingar och
forestillningar blir en inbyggd komponent vars inflytande pd forsknings-
projektets slutresultat inte gar att bortse ifrin (Denscombe, 2007).

Enligt Larsson (2005) finns det alltid en tolkning i allt meningsfullt
tinkande, “fakta” dr alltid perspektivberoende. Nir vi tolkar nigot har vi en
forestillning om vad det betyder, vi har en forforstielse. Att redovisa
forférstaelsen dr inte ldtt, men ett sitt att redovisa den dr att visa de personliga
erfarenheter som varit betydelsefulla och spelat roll vid insamling och tolkning
av datamaterialet (Larsson, 2005).

Denscombe (2007) menar att det vid etnografisk forskning krivs en viss
grad av introspektion av forskaren, genom att denne reflekterar 6ver faktorer
knutna till personliga erfarenheter och forestillningar som kan péverka och
eventuellt forma tolkningen av hindelser.

I och med att jag sjdlv tidigare undervisat i matematik bade i grundskolans
senare dr och pi gymnasieniva kan det sigas betriffande min forférstielse vid
observationstillfillena att jag hade en bra inblick i och en god forstaelse for det
som hinde i klassrummet under de observerade lektionerna. Betriffande
anvindning av teknik i matematikundervisning ddremot, hade jag innan
studien genomférdes endast forstdelse f6r hur tekniken fungerar och i viss man
vad den kan erbjuda undervisningen. Jag hade sjilv tidigare varken undervisat
med stdd av teknik eller studerat lektioner dir liraren utnyttjar teknik i
undervisningen. Dirmed inte sagt att jag inte hade en forforstielse for
undervisning med teknik, men den f6rférstielsen var méjligtvis av en annan
karaktdr 4n den som fanns f6r matematikundervisning generellt. Min
overtygelse dr siledes att jag gick in i observationssituationen fullt medveten
om den forforstielse jag hade om undervisning i matematik och att jag i viss
man dven hade en forforstaelse f6r hur anvindande av teknik kunde te sig.

Detsamma gillde vid intervjuerna. Vid ldrarintervjun lag fokus pi just
teknikens betydelse for undervisningen och jimférelser gjordes dven mot hur
undervisning sker utan teknik. Infér intervjun dr det av storsta vikt att
forskaren funderar pd frigornas utformning betriffande risken att intervjuaren
stiller ledande fragor, oavsiktligt eller avsiktligt (Trost, 2010). Betriffande
frigornas art si fungerade frigorna i intervjuguiden mera som ett stdéd och
intervjun antog mer formen av ett vanligt samtal. Kvale och Brinkmann (2009)
menar dven att det dr vil kidnt att intervjuaren kan péverka informanten
positivt eller negativt genom sina verbala eller kroppsliga reaktioner. Denna
risk anser jag inte var stor vid intervjuerna, detta di ldrarintervjun som namnts
fick formen av ett samtal om undervisning i matematik som sker med stéd av
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teknik. Vid fokusgruppsintervjuerna var gruppens diskussion mer i fokus och
jag som moderator antog en mer tillbakadragen roll.

Validitet

Virdet av vetenskaplig forskning baseras i viss man pé studiens férmaga att
uppvisa trovirdiga resultat. Oavsett vilka metoder som anvinds for
datainsamling och analys, strivar alla vetenskapliga studier att arbeta fram
autentiska resultat. Inom alla omridden som bedriver vetenskaplig forskning, ar
det centralt att resultatet kan uppvisa validitet. Med begreppet validitet avses
om de metoder som anvints i forskningen verkligen miter det de siger sig
mita (Bryman 2011).

Validiteten i en etnografisk studie handlar om att bedéma huruvida
slutsatserna rittvisande representerar den empiriska verkligheten och om de
verktyg som forskaren anvint, miter det de sigs mita (LeCompte & Goetz,
1982). Etnografisk forskning har frimst tagit till sig tvd typer av validering,
triangulering och respondentvalidering. Triangulering innebidr att forskaren
anvinder mer 4n en metod eller datakilla vid studier av sociala foreteelser
(Walsh, 2004).

Begreppet respondentvalidering anvinds bland annat av Fangen (2005).
Vid studier med etnografisk inriktning dr observationer viktiga och Fangen
(2005) diskuterar olika sitt som forskaren kan anvinda for att validera
tolkningar av dem. Hon goér detta genom att inféra begreppet kommunikativ
validitet med vilket avses de mojligheter som finns att bedéma giltigheten av
tolkningar och observationer genom dialog med andra. Hon ndmner tre sitt
pa vilket detta kan géras. Det forsta dr gentemot de personer som forskaren
tolkar, att denne formedlar sina resultat till de individer som varit foremaél eller
pa annat sitt ingétt i undersdkningen, sa kallad respondentvalidering. Milet ar
att soka bekriftelse for att den beskrivning som forskaren férmedlar ér riktig.
Det andra sittet dr att forskarkollegor liser och bedémer arbetet utifran dels
nyttoaspekten men dven utifrin egna subjektiva erfarenheter och upplevelser.
Det tredje sittet handlar om teoretisk validitet, att den teori forskaren
anvinder dr limpad f6r att tolka den typen av situationer eller utsagor, att
teorin héller i férhallande till materialet (Fangen, 2005).

Denna studie har varit en del av en utbildning, vilket medfort att arbetet
fortlopande lists och kommenterats av kollegor, bade med fokus pé innehall
och pa metod. Vidare skedde en form av triangulering genom att data frin
observationer  kontrollerades  vid  bdde  ldrarintervjun  och  vid
fokusgruppsintervjuerna, nigot som gjordes for att si lingt som mojligt
sikerstilla att jag som forskare inte missforstatt vad jag sett eller hort. Jag vill
mena att detta varit en viktig del f6r att uppritthilla en god validitet i studien.
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Reliabilitet

Begreppet reliabilitet avser hur pass tillforlitliga métningarna i en studie ar
(Bryman, 2011). LeCompte och Goetz (1982) menar att reliabilitet avser
huruvida en annan forskare som utfor samma studie i samma eller under
liknande férhallanden skulle uppticka samma fenomen och komma fram till
samma slutsatser. I studier som bygger pi observationer skulle siledes god
reliabilitet definieras som att tvi olika observatorer som sett och hort samma
sak kommer fram till samma slutsatser.

Men en sidan definition dr omdjlig att uppnd, detta di minniskan ir
selektiv ndr denne observerar och utvecklar begrepp (Fangen, 2005;
Hammersley & Atkinson, 2007) Som en naturlig foljd av detta blir alltid
observationer och dataanalyser som utférts oberoende av varandra olika.
Fangen (2005) menar att "den ena eller den andra analysen kanske kan vara
bittre med hinsyn till att utveckla begrepp, men om den inte stir i ett tydligt
motsatsforhillande till den ursprungliga forskningen si méste den riknas som
en komplementir” (s. 271).

Diremot kan forskaren stirka reliabiliteten genom att noggrant redogéra
f6r hur tolkningarna kommit fram. Genom att visa vilka observationer som
bildar grunden f6r tolkningarna, och hur forskaren anser att dessa
observationer kan forstds utifrin de begrepp och teorier som anvints i studien
(Fangen, 2005).

For att underbygga studiens reliabilitet har jag si noggrant som méjligt
beskrivit hur observationerna gick till och visat exempel pa observationer som
bildar grunden f6r mina tolkningar. Vidare har jag redogjort f6r aktuella
begrepp och teorier samt hur de utvalda sekvenserna frin observationerna kan
forstis utifrin dem.

Generalisering

Vid studier som behandlar kvantitativa data dr forskarna vanligtvis intresserade
av att kunna sidga nigot om i vilken utstrickning resultaten kan &verforas,
generaliseras till andra grupper och till andra situationer dn de som wvarit
aktuella i den specifika undersdkningen (Bryman, 2011). Diremot menar
manga forskare att det inte dr mojligt att generalisera vid studier som
behandlar kvalitativa data, detta di sidana studier inte dr designade for att
gora systematiska generaliseringar till storre populationer (LeCompte &
Goetz, 1982; Niaz, 2007; Usher, 1996; Williamson, Shaffer & Serlin, 2004).
Guba och Lincoln (1989) menar att generaliseringar endast kan goras nir
kravet pd randomisering och slumpmissigt urval ar uppfyllda. Maxwell (1992)
menar dock att frigor om generaliserbarhet vid studier som behandlar
kvalitativa data inte dr oviktiga och att de dndid miste diskuteras. Williams
(2000) gir ett steg lingre och menar att det vid sddan forskning i manga fall
kan goras det han kallar f6r "mattliga” generaliseringar, med vilket han menar
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att olika aspekter av det fokus som en undersékning har, kan ses som exempel
pa en bredare uppsittning identifierbara drag.

I denna studie skulle det kunna handla om att se monster i de olika sitt
som ldraren utnyttjar tekniken i sin undervisning. Dessa ménster kan direfter
Iyftas till en principiell nivi, en nivd som knyts till teori. Till exempel hur det
ar mojligt att anvinda teknik i geometriundervisningen sa att elever med hjilp
av denna teknikanvindning erbjuds bli delaktiga i olika sitt att representera
geometriska objekt och erfara transformationer mellan dessa representationer
(Duval, 1999). Dessa monster skulle initialt kunna generaliseras till att dven
gilla f6r andra ldrare som undervisar i geometri med stéd av teknik, men dven
till teknikunderstédd undervisning som behandlar andra omriden inom
matematiken.

Bearbetning och analys av data

I detta avsnitt beskrivs hur analysen av datamaterialet genomférdes. Avsnittet
ar uppdelat under rubrikerna tester, observationer samt intervjuer.

Tester

Analysen av testerna gjordes genom att elevernas resultat klassificerades
utifrin den progression som eleverna visar i sina svar. Klassificeringen
inspirerades av Webb (2005) samt Wong och Bukalow (2013), vilka tagit fram
klassificeringar som bygger pd nivier av komplexitet vid problemldsning, den
nimnda sist inom geometri. Vid analysen studerades elevernas svar, dels
utifrin hur de uppvisar forstielse f6r begreppet volym och dels utifrin sittet de
utfort berdkningar pi. Detta ledde fram till en klassificering pa tre nivier samt
en ligre nivd, ringa forstielse, dir sidana resultat hamnar i vilka eleven
uppvisar en felaktig forstielse eller ger ett orimligt alternativt ett irrelevant
svar, detta i enlighet med PISA-unders6kningen 2012 (Skolverket, 2013).

Med stéd av denna klassificering kunde sirskilda drag i varje kategori
identifieras vilka gjorde det mojligt att knyta de tre nivéerna till de tre
stadierna i reifikationsteorin (Sfard, 1991), nivier vilka sedan var vigledande
vid resultatets analys av testerna.

Analys av gruppuppgiften skedde genom att elevernas gruppdiskussion
under arbetet samt den uppféljande redovisningen lyssnades igenom och
intressanta avsnitt markerades. Till exempel markerades varje ging nir
eleverna i diskussionen berérde cylinderns cirkelformade basyta. Detta ledde
fram till att elevernas diskussion pd ett tematiskt sitt kunde kartliggas och
utifrin detta kunde elevernas forméga att utfora transformationer samt deras
forstielse tor begrepp pavisas.
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Observationer

Analysen av det observerade materialet vilket bestod av filtanteckningar samt
videoinspelat material pibérjades si snart som mojligt efter lektionen genom
att varje lektion studerades. Cohen, Manion och Morrison (2011)
argumenterar fOr att det dr viktigt att pidborja analysen si snart som mojligt
medan upplevelser fortfarande ér firska, men framhiller dndi att den forsta
kodningen endast sker i grova drag. Walsh (2004) menar att det primira i
initialskedet av analysen ér att forskaren skapar vissa preliminira begrepp som
analytiskt kan fungera vigledande om vad det dr som hinder i den studerade
sociala kontexten. Kawulich (2005) rapporterar om vikten av att dela in data i
dterkommande hindelser tillsammans med en beskrivning av hindelsen, vilken
aktivitet det r6r sig om samt individernas beteende. Hon menar dven att det i
denna fas av analysen dr viktigt att noggrant notera reflektioner som gors,
fragor som skall stillas samt eventuella oklarheter fér vidare utredning. Saledes
noterades vid denna inledande analys nir och hur liraren utnyttjade tekniken
for att lyfta fram det geometriska objektet och skapa tillfillen till lirande, t.ex.
ndr liraren zoomade in en sirskild del av en figur. Detta resulterade i en
vixande lista med beskrivande koder, vilka pekade pa en étgird stédd av
teknik. Detta resulterade i att varje lektion summerades med avseende pi ovan
nimnda koder kopplade till aktiviteten de uppstod ur.

Vidare noterades intressanta hindelser, hur frekvent dessa dterkom samt
individernas beteende i dessa situationer. Aven oklarheter och fragestillningar
listades med notering om lektionsinnehill, vilken lektion det gillde samt
tidpunkt.

Vid analys av observationer dr det dven viktigt att forsoka komma under
ytan pid det som observeras, det handlar om mer 4n att utveckla
erfarenhetsnira begrepp. Det dr viktigt att man ger det Fangen (2005) kallar
for tjock beskrivning, vilket innebdr att forskaren i analysen inte enbart
beskriver det som observerats utan inkluderar tolkningar i det som de
observerade haller pi med, eller det forskaren tror att de haller pi med,
ddrefter ~systematiseras tolkningarna. Denscombe (2007) menar att
analysprocessen dr repetitiv till sin natur, vilket innebidr att varje uppgift
dterupptas vid fler tillfillen, allteftersom koderna, kategorierna och begreppen
utvecklas och forfinas. Processens repetitiva karaktir innebdr édven att
forskaren i idealfallet bor dtervinda till filtet for att kontrollera framvixande
torklaringar. Denscombe (2007) menar att detta av praktiska skil inte alltid dr
mojligt, men argumenterar for att detta bor vara en strivan och om maijligt
byggas in vid planeringen av studien.

Da datainsamlingen i denna studie skedde under en relativt kort intensiv
tid, fanns det inte nigra méjligheter f6r mig som forskare atervinda till faltet.
Den huvudsakliga analysen skedde siledes efter att datainsamlingen hade
avslutats.
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Vid denna huvuddel av analysen var en viktig utgingspunkt de ovan
nimnda noteringarna och de beskrivande koderna och frin detta var intresset
riktat mot det som skedde i undervisningen och det som kunde moéjliggora
lirande hos eleverna. Vidare fokuserades nir eleverna stillde frigor,
signalerade att nigot var oklart eller nir liraren mérkte att undervisningen, det
geometriska objektet, inte nidde fram. Detta arbete ledde fram till det som i
denna studie kallas for svdra geometriska objekt vilka ir de geometriska objekt
som eleverna uppfattades ha svirt att fi syn pa och erfara. Dessa svira
geometriska objekt ordnades i kategorier. Till en borjan var det ett flertal
kategorier men under arbetets ging slogs flera liknade kategorier samman.
Slutligen aterstod fyra kategorier vilka kopplades till ett begrepp med koppling
till tredimensionell geometri. Dessa fyra begrepp med tillhérande svira
geometriska objekt ligger som grund nir resultatet och dess analys fran
observerad data presenteras.

I nista steg av analysen fokuserades hur liraren utnyttjade tekniken for att
erbjuda eleverna méjligheter att utveckla forstielse av det geometriska
objektet. En viktig aspekt i detta arbete var att studera de transformationer
som undervisningen behandlade och de didaktiska strategier som ldraren
anvinde i sin teknikunderstédda undervisning nir hon lit eleverna arbeta med
och erfara dessa transformationer.

Frin detta framkom ett antal sekvenser vilka transkriberades med hjilp av
ett transkriberingsprogram. De transformationer som var aktuella i varje
sekvens listades och sammanstilldes i en forklarande tabell. Dessa sekvenser
med tillh6rande tabell utgér en viktig del av resultatet.

Intervjuer

Analysen av intervjumaterialet fokuserade pa beskrivande upplevelse. Vid
ldrarintervjun var intresset riktat mot ldrarens beskrivning av hur hon anvinder
tekniken samt den betydelse det har fér henne i undervisningen. Vidare
fokuserades elevernas upplevelse av undervisningen som sker med stéd av
teknik. Analysen skedde enligt det Kvale och Brinkmann (2009) kallar for
meningskategorisering, vilket innebdr att intervjun kodas i kategorier. Linga
uttalanden reduceras inledningsvis till enklare koder och markering gérs som
anger forekomst eller inte férekomst av ett fenomen. Dessa koder bearbetas
och delas in i kategorier. Kategorierna bearbetades pd ett sidant sitt att
kategorier som likande varandra eller kategorier vilka inneholl fi koder
sammanfordes till samma kategori. Detta arbete ledde fram till kategorierna,
teknikens roll och majligheter, fysisk materiel samt kommunikation. Dessa
kategorier ligger som grund nir intervjuresultatet och dess analys presenteras.
For att belysa ovan nimnda kategorier transkriberades vissa sekvenser fran
bade ldrarintervjun och frin fokusgruppsinterviuerna.
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Etiska 6verviganden

I Sverige har Vetenskapsradet tagit fram forskningsetiska principer som giller
inom humanistisk-samhillsvetenskaplig forskning. Inf6ér varje vetenskaplig
undersdkning finns tvi krav som bor vigas emot varandra. Det ena ir
forskningskravet, vilket innebidr att kunskaper utvecklas och férdjupas samt
metoder forbittras med hjilp utav forskningen. Det andra kravet vilket kan ses
som forskningskravets motpol dr individskyddskravet. Infor ett
forskningsprojekt bor forskaren fundera pi det forvintade kunskapstillskottet
och viga dessa mot mdjliga risker for de deltagande individerna i
undersokningen (Vetenskapsradet, 2011). Med risker avses om deltagarna i
undersokningen kan lida nagra negativa konsekvenser utav undersékningen.
Det grundliggande individskyddskravet kan beskrivas i fyra huvudkrav pi
forskningen, informationskravet, samtyckeskravet, konfidentialitetskravet samt
nyttjandekravet.

I denna studie har dessa krav beaktats genom att eleverna erholl
information om studien och tillfrigades om de kunde tinka sig att delta.
Informationen skedde bade genom en muntlig presentation och ett skriftligt
brev. Di det rérde sig om unga personer inhdmtades tillstind fran
virdnadshavare. Detta skedde genom att eleverna erhéll ett brev som skulle tas
hem for paskrift (Bilaga 1). I detta brev informerades elever och
virdnadshavare om syftet med studien och de villkor som gillde f6r elevernas
deltagande, samt att elever eller virdnadshavare nir helst de si 6nskade hade
ritt att avbryta deltagandet, dven efter det att de tackat ja. Vidare beskrevs hur
insamlad data skulle komma att behandlas och att dessa data endast skulle
komma att anvindas i forskningssyfte.
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RESULTAT OCH ANALYS

Resultat och analys dr i denna avhandling uppdelad under fyra rubriker,
elevernas forforstdelse, undervisning med stod av teknik, elevernas upplevelse och
lirande samt lirarens syn pd anvindande av teknik. Under varje rubrik
presenteras resultatet och i direkt anslutning presenteras dess analys. Som
nimnts tidigare skedde analys av datamaterialet med stéd av reifikationsteorin
(Sfard, 1991) och teorin om representationer (Duval, 1999).

Elevernas forforstielse

Utifrian det av liraren konstruerade forforstielsetestet har tvd fragestallningar
valts ut, vilka presenteras med hjilp av exempel pa elevlosningar. 20 av 21
elever genomforde testet.

Fragestillning 1
I den forsta fragestillningen: Vad ir begreppet volym for dig? ombads eleven
att beskriva begreppet volym. Elevernas 16sningar kategoriserades utifrin
reifikationsteorins  tre stadier: internaliserings-, kondensations- och
reifikationsstadiet (Sfard, 1991). Forutom dessa stadier fanns det elever vilka
inte riktigt klarade att pa forférstielsetestet redogéra f6r begreppet volym och
deras 16sningar betraktades som att eleven har en ringa forstielse och klassades
som felaktiga.

I detta stadium ringa forstielse ger eleven ofta en beskrivning som baserar
sig pa en tvadimensionell figur av nigon form och beskriver volym som en yta

(Figur 5).

1. Vad ir begreppet volym for dig?
For Yhij e Volyh amridel thon e 'f.e;‘ }(V;.J:‘A/'

Figur 5. Eleviésning 1 - stadium ringa forstdelse
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Eleverna (3 st.) som presenterade en losning i detta stadium har inte nitt
internaliseringsstadiet, detta dd de visade att de inte dr bekanta och/eller inte
har en kinsla for att volym innebér tredimensionellt tinkande. Eleverna
uppvisar svirigheter med att utféra behandlingen och byta register mellan tvi-
och tredimensionellt tinkande.

Enligt Sfard (1991) innebir arbete i internaliseringsstadiet att eleven borjar
bli bekant med de processer som si smaningom ger upphov till det nya
begreppet. De elever (3 st.) som presenterar en losning i detta stadium ger en
beskrivning genom att endast anvinda forledet vid bendmning for
volymenbheter, t.ex. kubikcentimeter, alternativt en beskrivning som baseras pa
formeln for volymberikning av ritblock (V= /x 6 x b).

En del elever (2 st.) knyter an till tidigare erfarenheter, t.ex. att vitskor
innehar en volym och anger 4ven enheter f6r detta. Dessa elever visar att de
nitt kondensationsstadiet (Figur 6).

1. Vad ir begreppet volym for dig?

| PN . ik 3 Seef oAl
Nolym & hur mon ma 1€y~ Viitskor,

A T P el e d { . / 7
l\l(,\-,m'f/y/!’-’r;’“‘ ter, e, liter |de,

Figur 6. Eleviisning 2 - kondensationsstadiet

Detta exempel visar att eleven har nitt kondensationsstadiet, vilken handlar
om att férstielsen av matematiska begrepp 6kar och betydelsen av detaljer
minskar. Enligt Sfard (1991) nir en elev detta stadium nir denne blir mer och
mer kapabel till att betrakta ett begrepp som en helhet och genom att man
forstar forbindelse mellan begrepp. I elevlosning 2 (Figur 6), kopplar eleven
begreppet volym till vitskor och ger exempel pa enheter fér detta. Eleven
uppvisar siledes en forstielse for att vitskor innehar en viss volym och att det
finns enheter f6r att ange dess storlek. Uttryckt annorlunda visar eleven
forstielse f6r konverteringen mellan volym i form av vitskor och de enheter
den kan mitas med.

I reifikationsstadiet ger eleven en beskrivning som grundar sig i att volym
kan uttryckas som ett innehall eller utrymme i en tredimensionell kropp. 12
elever visar genom sina losningar att de nétt detta stadium (Figur 7).

I elevlsning 3 (Figur 7), beskriver eleven begreppet volym och ger exempel
samt beskriver hur volymen i exemplet skall beriknas. Losningen visar att det
skett ett skifte i kvalitativ mening, dir fenomen ses pa ett nytt sitt i form av ett
reellt existerande och statiskt objekt vilket kan behandlas som en helhet.
Eleven visar i sin losning férmaga att utfora olika transformationer mellan
olika register, t.ex. mellan geometrisk figur och det algebraiska uttrycket f6r
berikning av volym.

57



1. Vad ir begreppet volym for dig?
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Figur 7. Eleviésning 3 - reifikationsstadiet

Fragestillning 2

Den andra fragestillningen 16d "Far en 5 dm lang stav plats i en lida vars alla
sidor dr 3 dm?”. Uppgiften bygger pa att eleverna skall ha kunskaper om
Pythagoras sats och ha forméga att applicera den i problemlésnings-
situationen. Elevernas svar analyserades dels utifrin hur de uppvisar forstielse
fér begreppet volym och dels utifrin hur vil de genomfér erforderliga
berikningar. Elevernas lsningar tolkas pd samma sitt som i fragestillning 1.

I stadium ringa forstielse utfor eleven ett enklare resonemang eller ett
f6rsok till berdkning men dessa baseras i en otillricklig bild av problemet, t.ex.
ett resonemang om att ladan dr kortare dn staven eller en areaberikning av
basytan, 8 elever presenterade ett svar i detta stadium.

I internaliseringsstadiet uppvisar eleven genom resonemang, viss forstielse
av problemet men utfér inga berdkningar alternativt gor eleven en ansats till
berikningar. Det kan handla om att eleven inser att staven skall placeras snett
pa nigot vis. Nedan ges exempel pa en elevlosning vilken tillhor
internaliseringsstadiet (Figur 8).

Eleven visar viss forstielse da han/hon inser att strickan lings diagonalen
ar lingst, men berdkningarna omfattar endast en tvidimensionell syn pa
problemet. I det sista steget anvinder eleven olikhetstecknen pi ett felaktigt
sitt, men syftar pa att den lingsta lingden (x) 4r mindre dn 5 men storre dn 4.

Losningen visar att eleven nitt internaliseringsstadiet, vilken handlar om
att eleven har blivit bekant med det matematiska innehallet och dess processer
som si sméiningom ger upphov till nya begrepp. Detta visar sig genom att
eleven for ett resonemang runt problemet och att eleven visar sig behirska
kunskaper om Pythagoras sats och gbér en ansats att applicera den i
problemlésningssituationen, det vill sidga eleven har bekantat sig med processer
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som hoér samman med volymbaserade problem. Hilften av eleverna (10 st.)
presenterade ett svar i detta stadium.

4. Far en 5 dm ling stav plats i en lida vars alla sidor 4r 3 dm?
Motivera

3k,

/ e &i‘g” en :;./’ >3 X

+Gzx*
Vig =2
3 men<lt= X

YW/‘“; S{qv'ch Sem Fr 5 f(/ﬂ/v x//f/ l;] )!Y ///’?’ /(/I'
\/

Figur 8. Eleviésning 4 - internaliseringsstadiet

I kondensationsstadiet uppvisar eleven utifrdn resonemang, forstielse for
problemet (oftast med en bild som visar pa forstielse f6r rymddiagonal), men
utfor otillrickliga berdkningar, det var tvd elever som presenterade ett svar i
detta stadium. Siledes var det ingen av eleverna som presenterade en l6sning i
reifikationsstadiet.

Sammanfattning

Resultatet visar att 60 procent av eleverna hade en klar bild av begreppet
volym. Eleverna hade som nimnts tidigare arbetat med areaberdkningar,
enklare  volymberikningar och med Pythagoras sats 1 enkla
problemlésningssituationer.

I den andra frigestillningen vilken var mer av problemlésande karaktir
skulle eleverna anvinda sig av dessa kunskaper i en ny situation. Resultatet
visade att 90 procent av eleverna presenterade losningar i stadium ringa
forstielse eller i internaliseringsstadiet. Den andra fragestillningen visade att
eleverna har svirigheter att utfora konvertering mellan skriftlig framstéllning
och geometrisk figur alternativt svirigheter med behandlingen och byta
register mellan tvi- och tredimensionellt tinkande, detta i bidda riktningarna.
Informationen fran forforstielsetestet dr virdefull for liraren och kan hjilpa
henne att planera och iscensitta undervisningen pi en limplig nivi.
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I nista avsnitt presenteras de strategier liraren anvinder sig av for att med
teknikens hjilp skapa en undervisning som syftar till att utveckla elevernas
forstielse av begreppet volym genom att belysa rymdgeometriska objekt.
Presentationen askddliggérs genom utvalda undervisningssekvenser och
analyser av dessa.

Undervisning med stod av teknik - lirarens strategier

Vid analysen av datamaterialet var intresset riktat mot ndr och hur liraren
utnyttjar tekniken for att lyfta fram det matematiska innehéllet, de geometriska
objekten och skapa tillfillen till lirande. I klargérande syfte repeteras tidigare
gjorda definition for geometriska objekt: Geometriska objekt kan vara reella
objekt, men dven konkret tinkande innefattande fakta och beskrivningar av
geometriska objekt savil som vardagliga materiella objekt kopplade till
geometri. Det vill siga, det som undervisningen i geometri behandlar inklusive
matematikens regler och konventioner som den lirande méste behdrska. Med
geometriska objekt avses siledes bade objekten i sig sjilv men dven vigen fram
till en forstaelse av objekten.

Vid analysen noterades det dven nir eleverna stillde frigor om det
geometriska objektet, det vill sdga nir eleverna signalerade att nigot var oklart
eller nir liraren mirkte att undervisningen inte nidde fram. Detta ledde fram
till det som i denna studie kallas for svdra geometriska objekt vilka dr de
geometriska objekt som eleverna uppfattades ha svirt att fa syn pa och erfara.
De svira geometriska objekten dr uppdelade under de begrepp de ir kopplade
till, vilka presenteras i Tabell 2 med en beskrivning.

Tabell 2. Begrepp uppdelade i svira geometriska objekt

Begrepp Svéra geometriska objekt Beskrivning
Begrinsningsarea Innebord av begreppet Forstielse av att det ir arean av 3D-
figurens olika sidor som avses
Berikning Sviérigheter att se de olika areorna
Area (basytan) Basyta och bas Begreppen basyta och bas kan for
vissa elever verka vara synonyma
Basytans lage Hur den 2D-basytan avbildas
Triangels hojd Hojdens egenskaper
Volym Sammansatta kroppar Uppbyggnad, sammansatta kroppar
Problemlésning Formlers anvindande utifrin problem
Enhet Enhetsomvandlingar
Ekvation, formel, tal |Férkortning Ekvationslésning innehillande brik
uppbyggda av faktorer kontra termer
Generell 16sning Inneborden av en generell 16sning
Behandling braktal Invertering av brik innehéllande
variabler
Kommutativa lagen Forstaelse av lagen vid berdkningar
Pythagoras sats Satsens applicerande vid berikning

60




Begreppen i Tabell 2 ligger som grund for de sekvenser som presenteras frin
undervisningen, vilka syftar till att visa hur liraren anvinder tekniken i sin
undervisning. Detta sker bide med transkriberade konversationer och bilder
frin det videoinspelade materialet. Presentationen sker genom att varje
sekvens presenteras for att direfter f6ljas av den analys som gjordes av
sekvensen. Detta upprepas for varje sekvens.

Begrinsningsarea

Vid berikning av begrinsningsarea kan liraren utnyttja tekniken for att belysa
det som eleverna kan ha svart att fi syn pi. Sekvens 1 ir frin en diskussion om
hur begrinsningsarean pa en pyramid skall beriknas. Pyramidens basyta ar
rektangulir med métten 4 x 6 cm och héjden ér 10 cm (Figur 9).

i

Figur 9. Pyramid vars begrinsningsarea skall beriknas

En bit in i diskussionen siger liraren foljande for att direfter ge en elev (E1)
mojlighet att bidra till diskussionen:

L: Jag vet att hijden i pyramiden dr 10 men den hir hojden vet
Jjag inte (pekar pd sidoytans triangel). Men jag vet att den hir
dr 4 och den hér dr 6 (dsyftar basytans mitt). E12

E1: Jag tror att om man filler ut sidan

L: Om jag tar ut den och viker ut den, s menar du?

Liraren tar ut basytan och den ena sidan ur figuren och viker ut den (Figur
10).
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Figur 10. Basytan och en sidoyta har klonats, lyfts fram och vikts ut

E1: Ja och da dr det 10 frin mitten av kanten (avser mitten pi
basytans sida) ut till kanten

L: Hair menar du?

El: Ja

L: Hm, nej, det dr det inte, for det dr hir i mitten (pe,éar dar

pyramidens hojd mater bottenytan) som strickan dr 10 och di
kan den inte vara 10

E1: Men di mdste den vara lingre

L: Ja men bhur ling dr den? Hur fir vi tag pd det?

Nir tredimensionella objekt presenteras kan elever ha svirigheter med att
tolka objektet och bryta ner det i dess delar. I sekvens 1 utnyttjar liraren
tekniken till att just visualisera det tredimensionella objektets delar. Liraren
kan med teknikens hjilp astadkomma tillfille till forindring i elevernas
tankeprocess och pi sidant sitt bereda dem mojlighet att se och uppleva nya
sitt att tinka kring geometriska objekt och deras delar.

Sekvens 1 visar hur liraren med hjilp av tekniken belyser att héjden péi en
av pyramidens triangelformade sidor inte 4r densamma som pyramidens héjd.

Sekvensens svira geometriska objekt dr dels sjilva begreppet
begrinsningsarea och dels berikning av de olika sidorna. I det forst nimnda
handlar det om att eleven skall skapa sig en forstielse av att det dr arean av de
olika sidorna som skall beridknas. I det senare handlar det om att eleven

uppfattar hur sidorna pa det tredimensionella geometriska objektet ar
beskaffade.

62



Eleverna erfar och utfor flera vixlingar av representationsform, bide inom
samma register och mellan olika register. I Tabell 3 presenteras vilken form av
transformation det handlar om, mellan vilka register transformationen sker
samt en beskrivning av transformationen. Denna typ av tabell kommer att
anvindas pa ett liknande sitt for varje sekvens som f6ljer.

Tabell 3. Transformationer i sekvens 1

Transformation Register Beskrivning
K . Skriftlig framstéllning — Eleven liser uppgiften for att direfter
onvertering . . . .
muntlig framstillning uttrycka sig m h a spriket
Varje sida i den tredimensionella
Behandling 3D-figur — 2D-figur figuren skall konverteras till en
tvidimensionell figur
Behandling 2D-figur — 2D-figur Bestimma héjd i triangeln
. eometrisk figur — muntli rin figur formulerar elev beriknin
G k fig lig |Fran figur fc It lev berikning
Konvertering framstillning m h a spriket
K teri Muntlig framstillning — Elevens muntliga utsaga overfor liraren
onvertenng framstillning m h a bild till den geometriska figurens register
K . Muntlig framstillning — Liraren omvandlar det eleven uttrycker
onvertering symbolisk framstillning till matematisk notation
. Symbolisk framstillning — Berikningar
Behandling symbolisk framstillning

Duval (1999) argumenterar for att utmirkande drag i matematiska aktiviteter
ir en mobilisering av flera register och mojlighet att ndr som helst byta
register. Siledes menar Duval (1999) att utveckling inom matematik kan
kopplas till att individen utvecklar och anvinder flera olika register samtidigt
och att ett viktigt méil med matematikundervisningen dr att erbjuda elever
mojlighet att arbeta med olika register och skapa méjligheter till koordination
mellan dem.

I sekvensen har eleven (E1) svirigheter med att uppfatta 3D-2D
transformationen di eleven (E1) ligger fram att hojden pa den triangulira
sidoytan dr 10 cm. Liraren belyser detta genom att med teknikens hjilp klona,
lyfta ut och vika ut denna del av figuren. Elevens svar indikerar att eleven
deltar i ett lirande och har méjlighet att utveckla sin forstielse f6r de aktuella
begreppen i riktning mot kondensationsstadiet (steg 2).

Undervisningen i denna sekvens syftar just pd att eleverna skall erfara ett
flertal transformationer. Matematiskt tinkande fordrar ofta att tvd eller tre
register aktiveras parallellt, trots att endast ett av dem ér externt (Duval, 1999).
Det innebir att forstaelse och utveckling i matematik handlar om att anvinda
och skapa mojligheter att utveckla redan inldrda/férstidda begrepp. Malet
med undervisningen ir att eleverna utvecklar den strukturella férstielsen. Sfard
(1992) argumenterar for att utvecklingen frin den operationella till den
strukturella forstielsen dir individen betraktar begreppen som egna objekt ar
nédvindig for att ett matematiskt begrepp skall kunna utgéra grund for
fortsatt utveckling.
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I detta arbete anvinder liraren en vil utnyttjad strategi som kallas
transformering, en sitt som mojliggdr att data kan f6rindras och representeras
pd olika sitt. Detta gér hon i syfte att synliggora det eleverna kan ha
svirigheter med att fi syn pa. Liraren erbjuder eleverna att delta i en process
ddr individen har méjlighet att sitta saker i relation och mojlighet att utveckla
sin forstaelse f6r begrepp i riktning mot den strukturella f6rstielsen.

Area (basytan)

Sekvens 2 och 3 beskriver hur lirare och elever arbetar med ett volym-
berikningsproblem. Uppgiften presenteras med stod av teknik och bestir av
att berikna volymen (uttryckt i liter) av en tresidig prisma (Figur 11).

Figur 11. Bild av en tresidig prisma

Bottenytan i prismat bestir av en likbent triangel vars toppvinkel dr rit,
hypotenusans lingd dr 4,3 cm och kateterna har lingden 3 cm. Liraren (L)
har presenterat problemet och frigar en elev (E1) hur problemet kan angripas.

L: Hur méinga liter rymmer det, da skall vi borja och hur kan jag
borja, E12

E1: Du bérjar med att skriva en formel for volym, alltsd volym dr
lika med basen ginger hojden

L: Basytan ginger hojden

El: Ja och basytan ér di basen ganger hojden delat med tvi

L: Basytan dr en triangel, basytan dr basen gianger hijden delat
med tvd
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E1: mm..., och di tar du 4,2 ganger 3

L: Fast hojden dr vinkelrit mot basen och den hdr, trean dr inte
vinkelrit mot basen, det dr den hir sidan som dr 3

E1: Jaha jag sig inte det, mm di kan du gora si att du drar ett
streck, som att du tar ut hojden

L: Jag skulle kunna dra ett streck hir (liraren markerar en tinkt
héjd for att visa for klassen vad EI1 menar)

E1: Ja, mm och sedan anvinda Pythagoras sats

L: Jag kan inte den och jag kan inte den (liraren markerar att
lingderna av den delade strickan ir okinda)

E1: Vad sade du?

L: Jag kan inte den delen for att rakna Pythagoras sats och jag kan
inte den delen och inte den delen heller

E1: Jaha, ok

L: Jag har lite problem

Triangeln i basytan dr ritvinklig men eleven vill rita en héjd i basytan dir
héjden normalt ritas i avbildade trianglar.

Sekvens 3 ir senare i samma konversation och en elev (E2) kommer med
ett 16sningsforslag. Liraren inleder genom att friga eleven (E2).

L: Har du ndgot forslag E2?

E2: Om du, ... den som du ritat pd, tar ut den (eleven syftar pa
basytan)

L: Jag tar ut den hir

E2: Ja och si vinder du pd den sa for mig ser det ut som att den dir
sidan som dr, den higra sidan, dr basen och den andra sidan
som dr 3 cm dr hojden och att de dr de tvi kateterna och att 4,2
sidan dar hypotenusan

L: Den hir dr 3, det dr inget problem, ... den hir dr en ritvinklig
triangel, som du kan vrida dir basen och hijden dr 3
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Liraren utnyttjar tekniken och med en animering plockas basytan ut frin
prismat (Figur 12) och vrids i ett for eleverna vilbekant lige med basen
horisontellt nederst i figuren (Figur 13).

Figur 12. Basytan har dragits ut och skall precis vridas

Figur 13. Basytan har vridits

Vid berikning av geometriska figurers volym beriknas i regel arean pa basytan
torst. Dialogen i sekvens 2 och 3 indikerar att elever kan ha svarigheter nir de
skall linka samman tidigare behandlade begrepp i form av tvidimensionella
figurer med det tredimensionella objektet. Problemet kan vara att eleverna kan
ha svart att fa syn pa de olika tvidimensionella formerna som bygger upp det
tredimensionella objektet. Sekvenserna visar hur liraren utnyttjar tekniken for
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att visualisera figurens konstruktion och méjliggér dirmed f6r eleverna att fi
syn pa det svira geometriska objektet, att bottenytan ir en ritvinklig triangel
vilken kan vridas i for dem ett bekant lige. Liraren gor detta genom att med
teknikens hjilp rikta uppmirksamheten mot det svira geometriska objektet,
klona bottenytan, lyfta ut och vrida pa den (sekvens 3).

Andra svira geometriska objekt dr att basytan i tredimensionella figurer
inte ser riktigt lika ut som ndr basytan avbildas i tvidimensionell form, bilden
kan vara nagot forvringd. Vidare kan det vara si att basytan dr avbildad i ett
lige som ofta inte 6verensstimmer med hur de tvidimensionella geometriska
figurer som eleverna arbetat med tidigare vanligtvis har avbildats. Ytterligare
ett svart geometriskt objekt for vissa elever dr forstielse for definitionen av
héjden i trianglar, vilken siger "en héjd i en triangel ér en linje frin ett horn,
vinkelritt mot motstiende sida, vilken kallas bas”.

I sekvens 2 uppfattar eleven (E1) 3D — 2D transformationen for att
berikna basytans area. Men i transformationen 2D-figur — 2D-figur uppfattar
inte E1 att bas och héjd redan finns angivna utan férsoker anligga en héjd dir
den normalt ritas i trianglar och berikna den med hjilp av Pythagoras sats.
Eleven (E2) i sekvens 3 belyser att triangeln kan vridas och uppfattar siledes

den senast nimnda transformationen. Transformationerna i sekvens 2 och 3
visas i Tabell 4.

Tabell 4. Transformationer i sekvens 2 och 3

Transformation Register Beskrivning
Konvertering Skriftlig framstéllning — muntlig |Eleven liser uppgiften for att
framstillning direfter uttrycka sig m h a spriket
Behandling 3D-figur — 2D-figur Bottenytan i prismat — triangel
Behandling 2D-figur — 2D-figur Lokalisera bas och hojd
Behandling Geometrisk figur — muntlig Fran figur formulerar elev
framstillning berikning m h a spriket
Behandling Spriklig framstillning — Liraren omvandlar det eleven
symbolisk framstillning uttrycker till matematisk notation
Konvertering Symbolisk framstillning — Berikningar
symbolisk framstillning

I sekvensen arbetar liraren med att belysa svara geometriska objekt om figurers
uppbyggnad och liter eleverna erfara ett antal transformationer bide inom
samma register och mellan olika register.

Liksom i den féregiende sekvensen skapar liraren méjligheter for eleverna
att arbeta med forstielse for begrepp 1 riktning mot den strukturella
forstielsen.

Sammantaget utnyttjar liraren tekniken i sekvenserna 1-3, dels for att
stodja visuell representation, dels rent didaktiskt som en integrerad strategi for
att stddja ldrande. De strategier ldraren utnyttjar dr tidigare nidmnda
transformering samt fokusering. Fokusering innebir att liraren dnskar belysa
sirskilda aspekter av representationer.
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I bada sekvenserna noterar liraren att eleverna har svirigheter med att
uppfatta det geometriska objektet. Hon utnyttjar da tekniken till att belysa
objektet pd ett annat sitt genom att bryta ner processen i mindre delar och
direfter undervisa pi en limplig niva och i en laimplig takt f6r forstaelse.

Noteras bor att da basytans triangel dr likbent i sekvens 2 och 3 hade
liraren kunnat arbeta vidare enligt forslaget som eleven (E1) foreslog och
kommit fram till en 16sning. Men liraren onskade i uppgiften belysa att
basytans lige i geometriska figurer kan skilja sig mot det eleverna ofta 4r vana
vid frin arbetet med tvidimensionella figurer, klassen hade inte heller dnnu
arbetat med begreppet bisektris (dessa uppgifter framkom efter kontroll med
liraren).

Volym

De tidigare sekvenserna har visat pi specifika delar av volymberikning.
Sekvens 4 visar hur lirare och elever arbetar med att berdkna volymen av en
sammansatt kropp och bygger pid formlers anvindande utifrin problem. I
problemet skall eleverna berikna den totala lingden av en glaskropp som har
formen av tvd pyramider med en gemensam kvadratisk bottenyta med matten
6 cm x 6 cm, glaskroppens volym ir 216 cm® (Figur 14).

Ett foremal av glas bestdr av tva likadana pyramider med
den kvadratiska basytan gemensam. Basytans matt ar

6 cm x 6 cm. Foremalets volym ar 216 cm®. Hur lingt ér
foremalet?

Figur 14. Den sammansatta figuren
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I denna diskussion klonar liraren halva glaskroppen (en av pyramiderna) och
Iyfter fram den rittvind (Figur 15). Tyvirr fallerar tekniken lite, varfor liraren
far klona figuren for fri hand (dirav de nigot krokiga linjerna i klonen).

Sekvensen visar hur liraren utnyttjar tekniken for att lyfta fram svira
geometriska objekt som kan vara kritiska i elevernas lirande eller som kan vara
svira for eleverna att fa syn pa.

Vid volymberikning av sammansatta kroppar handlar det om att eleverna
skall uppfatta kroppens uppbyggnad. I sekvens 4 arbetar lirare och elever med
forstielse for begrepp pa kondensationsstadiet (steg 2). Detta da eleverna
inledningsvis fick i uppgift att pid egen hand berdkna lingden av den
sammansatta kroppen for att direfter jamfora sitt resultat med sin kamrats.
Aven i denna sekvens erfar eleverna ett antal transformationer bide inom
samma register och mellan olika register (Tabell 5).

Tabell 5. Transformationer i sekvens 4

Transformation Register Beskrivning
K . Skriftlig framstillning —  |Eleven liser uppgiften for att darefter
onvertering . . . .
muntlig framstillning uttrycka sig m h a spriket
Behandli 3D-figur — 3D-figur Liraren klonar en del av den
chanding tredimensionella figuren och lyfter fram den
K . Geometrisk figur — Fran figur formulerar elev berdkning
onvertering . agl .
muntlig framstillning muntligt
K . Muntlig framstillning —  |Lédraren omvandlar det eleven uttrycker till
onvertering bolick f Allni . .
symbolisk framstillning  |matematisk notation
. Symbolisk framstillning — | Berdkningar
Behandling symbolisk framstillning

Tekniken mojliggor for liraren att automatiskt ange alla matt, men det
centrala dr dndd att eleverna utfér egna berdkningar. Direfter f6ljde liraren
upp elevernas arbete med en diskussion dir liraren anvinde tekniken sa till
vida att elevernas losningar laddades upp. Detta fungerar siledes som ett sitt
for ldraren att bjuda in eleverna till en aktiv diskussion om angreppssitt och
olika 16sningsstrategier. Just att ldraren lit eleverna forst sjilva utfoéra egna
berikningar ledde fram till en ling diskussion om figurens konstruktion, detta
da eleverna hade tolkat den sammansatta figuren vildigt olika.

Detta visar att elever inte alltid uppfattar en sammansatt figur si som
kanske liraren forvintar sig. Duval (1999) argumenterar for att behandlingar
inom samma register kan verka till synes litta for eleverna att fi syn pi, men
att si inte alltid dr fallet och att det finns faktorer i undervisningen som kan
verka frimjande for att eleverna skall fi syn sidana transformationer.

Att liraren pi sittet som visas bland annat i sekvens 4 med teknikens hjilp
klonade, separerade och vred den ena halvan av den sammansatta kroppen sé
att den framstod som en bekant pyramid var i detta fall det som Duval (1999)
beskriver som en faktor som verkligen synliggor, “#rigger the visibility”, det vill
siga den faktor som verkligen askddliggér transformationen. De strategier
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ldraren utnyttjar dr bearbetning, jimférelse och sammanslagning. Bearbetning
mojliggor att bilden med teknikens hjilp kan fordndras. Jimforelse innebir att
utseende och sirdrag av olika objekt eller l6sningar jimférs. Detta gjorde
ldraren ndr elevernas losningar laddades upp bredvid varandra och jimférelser
av olika lésningsstrategier gjordes. Uppgiften var himtad frin en lirobok
siledes himtades data frin en annan killa in den som finns inlagt i tekniken.
Strategin sammanslagning 4r ett sitt som ér effektivt nir liraren onskar ga
ifran sin gjorda planering och ta in extern materiel, t.ex. for att stddja en
pigiende diskussion.

Ekvation, formel, tal (sekvens 5 och 6)

Probleml6sning inom geometri innehéller en stor del av algebraiska
operationer. Nir elever skall utféra berdkningar med hjilp av Pythagoras sats
krivs det att de ser den ritvinkliga triangel som de skall applicera satsen pa.

Vitken volym har en kub Ve

N

Figur 16. Liraren har markerat triangeln dér hypotenusan bildar rymddiagonal och dmnar byfta
Sfram den.

En av teknikens verkliga fortjanster 4r att det gér att klona och lyfta ut delar av
figurer for att belysa delar vilka eleverna kan ha svart att fa syn pa. I sekvens 5
skall en rymddiagonal beriknas och liraren ritar férst bottenytans diagonal och
lyfter direfter fram den ritvinkliga triangeln ur den rymdgeometriska figuren
pa liknande sitt som i sekvens 3. Detta gor att det framtridder en for eleverna
vilbekant ritvinklig triangel som de tidigare arbetat med och beriknat
hypotenusan pa (bottenytans diagonal) med hjilp av Pythagoras sats. Direfter
aterldgges triangeln och liraren markerar triangeln dir bottenytans diagonal
blir bas och rymddiagonalen dr hypotenusa (Figur 16). Proceduren upprepas
och liraren lyfter fram denna ritvinkliga triangel och rymddiagonalen tecknas
med hjilp av Pythagoras sats.
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Den beskrivna sekvensen var fran en diskussion kring ett problem som
ldraren och eleverna arbetade med gemensamt. Problemet 16d “hur stor volym
har en kub vars rymddiagonal dr 24 cm?”. Problemet 16stes med hjilp av ett
ekvationssystem enligt Figur 17 (4 = basytans diagonal, x = kubens sida).

&=+ x°
242 = & + &*

Figur 17. Ekvationssystem

I sekvens 6 arbetar lirare och elever med problemet och 16ser det med hjilp av
ckvationssystemet. Utdraget nedan startar nir eleven (E1) tecknar
ekvationerna

EI: Diagonalen ar & = x° + &°

L: Den hér diagonalen ir & = x° + & (liraren skriver samtidigt
som hon upprepar det eleven sagt)

El: Sedan kan vi forkorta till & = 2x°

L: Vi forkortar till & =2x°

El: Di wi vet att rymddiagonalen ir 24 kan vi skriva 24 = & + x°
L: Vi skriver 24 = & + x%, vad gor vi sedan?

El: & = 24, da kan vi byta ut & mot 2x*

L: & = 25 och vi byter ut

Vid formellt riknande dr det centralt att ldraren tecknar och utfér
rikneoperationer s korrekt som mojligt och att hon belyser viktiga aspekter i
dessa operationer i syfte att stodja elevers utveckling. I denna diskussion
belyser liraren med hjilp av tekniken kritiska steg i berdkningarna genom att
overstryka steg vilka ir kopplade till varandra for att direfter substituera &*
med 2x? (Figur 18).
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Figur 18. Markering av kritiska steg

Den strategi liraren anvinder sig av i ovanstiende sekvens visar det som kallas
” layering”, ungefir lager pa lager, vilket syftar pa att objekt kan skapas med
transparens eller liggas sa att det doljer det underliggande objektet. Generellt
sett ligger det senast skapade objektet lingst ut, men ordningen kan édndras.
Detta kan utnyttjas f6r att dolja, avsloja eller lyfta fram information.

Bra undervisning handlar ofta om att beritta en historia eller redogora for
ett fenomen. Detta kan vara komplext och malet 4r att gora svira geometriska
objekt littare att forsta. Ett sitt kan vara att skdrma av partier av en
geometrisk figur si att elevernas uppmirksamhet riktas mot vissa sirskilda
aspekter som ldraren 6nskar belysa. Ett andra sitt kan vara att avsloja/lyfta
fram lite 4t gingen, i en for eleverna logisk ordning. Detta for att inte
presentera allt f6r eleverna pa en ging si att de kan fa svarigheter att ta in hela
bilden och inte veta vad som ir viktigt och vad de skall fokusera pa. Eller som i
sekvens 5 och 6 ligga pd objekt med transparens da liraren 6nskar belysa
viktiga aspekter.

I sekvenserna arbetar lirare och elever med forstielsen for begrepp pi
kondensationsstadiet (steg 2). Detta di problemlésningen tar sin utgings-
punkt i kunskaper om Pythagoras sats och hur den skall appliceras i nya
situationer. Med hjilp av tekniken skapar liraren méjlighet till utveckling da
l6sningen bestir av flera steg samt att ldraren belyser viktiga steg vilket
mojliggdr for eleverna att ta till sig ett lingre logiskt resonemang och se
processen som en helhet.

I dessa sekvenser sker flera vixlingar av representationsform, bide inom
samma register och mellan olika register (Tabell 6).
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Tabell 6. Transformationer i sekvens 5 + 6

Transformation|Register Beskrivning
Konverterin Skriftlig framstillning —  |Eleven liser uppgiften for att ddrefter
& muntlig framstillning uttrycka sig m h a spriket

3D-figur — 2D-figur En ritvinklig triangel konstrueras i den

Behandling tredimensionella kuben
. 2D-figur — 2D-figur Den ritvinkliga triangeln lyfts fram i ur den
Behandling § & tredimensioneg]la ﬁgu%en i
Konvertering Geometrisk figur — Fran figur formulerar elev berdkningm h a
muntlig framstillning spriket
Konvertering Muntlig framstillning —  |Ldraren omvandlar det eleven uttrycker till
symbolisk framstillning  |matematisk notation

. Symbolisk framstillning — | Berdkningar
Behandling symbolisk framstillning

Hiebert och Lefevre (1986) menar att strukturell forstaelse ar rik pé relationer.
Saledes handlar strukturell férstielse inte enbart om kunskap om begrepp och
principer, utan dven om att det finns en god forstielse for hur begreppen
relateras till varandra.

Eleven (E1) som har fitt ordet visar pa en god strukturell forstielse for
begreppen di hon visar att hon behirskar att genomféra ett antal vixlingar
inom samma register och mellan olika register di hon tecknar och loser
ckvationssystemet och kombinerar dessa vixlingar till en kedja av ett logiskt
resonemang (sekvens 6). Eleven (E1) kan sigas ha natt reifikationsstadiet.

Ekvation, formel, tal (sekvens 7)

Liéraren utnyttjar dven tekniken f6r att belysa viktiga steg i lingre algebraiska
berikningssekvenser. Det handlar om att interaktion med stéd av tekniken
okar mojligheterna for eleverna att skapa forstielse for det matematiska
innehillet. I sekvens 7 interagerar liraren med eleverna och arbetar med
problemet att visa att volymen f6r en cylinder dr 1,5 ginger si stor som ett
inskrivet klot. Figur 19-21 visar tre sekvenser frin denna lektion.

Visa att volym for en cylinder &r 15§

tor en klot om ;;\Hﬁde ar

Vill vicsa att Ve o

Figur 19. Problemet inleds
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Figur 21. Liraren summerar med dterging till inledningen

Figur 19 visar ndr ldraren inleder, Figur 20 visar avslutningen. I Figur 21 har
liraren skrollat upp till inledningen igen i samband med en friga frin en elev,
ddrefter besvarar liraren ytterligare tva frigor frin elever genom att skrolla
nedat lings l6sningen, vilket f6ljande utdrag visar:

El: Varfor tog vi diametern 2x istillet for x som vi skrev frin
borjan? (Jamfor Figur 13 och Figur 15)

L: Det gar att ta x, men vi tog tvd 2x, di vi skall arbeta med
radien vilkit Gr diametern delat pi 2. Da fir vi att radien dr x,
istillet for 5

El: Ja just det, det dr ju enklare
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2
E2: Varfor byter du ut r° mot (%x) 2

L: Dirfor att radien ar diametern delat med 2 och diametern dr
2x.
E2: Ja, ja

Direfter fors en diskussion om att forenkla uttrycket x*n2x till 2x’n, och en
elev frigar:

E3: Varfor blir det 2x°2

L: Dirfor att man har &° ginger x och det dr det som blir x’
E3: Ja
L: ginger 2

E3: Jamen det dr ju 2st x
L: Om jag tar 2x eller x2 spelar ingen roll
E3: Ja det forstar jag

L: Och di byter jag plats pi dem tvi och da fir jag x° gdnger x,
vilket blir x’ ginger tvi

Sekvens 7 handlar om bevis, vilket inte dr si vanligt att elever pa grundskolan
arbetar med och det dr i regel en svir process. Arbetet sker pa steg 2-
kondensationsstadiet, med inriktning mot steg 3. Sfard (1991) menar att i och
med att eleverna nir detta stadium 4r det littare for dem att kombinera
processer med varandra, goéra jimforelser och de far en stérre forstielse av
generalisering. Vidare argumenterar (Sfard, 1991) att en utveckling inom detta
stadium gor att eleverna littare kan alternera mellan olika representationer av
de aktuella begreppen.

Liraren utnyttjar tekniken for att belysa delar av beviskedjan genom att
skrolla upp och ner i beviset utifrin elevers fragestillningar och vid en
sammanfattning av beviset. Hon utnyttjar pa sidant sitt den strategi som i
denna studie kallas sammanhang, da hon pia ett smidigt sitt himtar fram
tidigare data i syfte att linka samman processer till en logisk helhet. Tekniken
utnyttjas siledes for att ge édterkoppling och for att ge stdd i att besvara
elevernas fragor och belysa viktiga steg i processen lings med en ling
berikning.

I sekvensen arbetar liraren med att jaimfora och kombinera processer i syfte
att belysa avgorande aspekter i formellt riknande och koppla processer till
varandra. Eleverna erfar ett antal transformationer (Tabell 7).

75



Tabell 7. Transformationer i sekvens 7

Transformation|Register Beskrivning
K . Skriftlig framstéllning — Eleven liser uppgiften for att darefter
onvertering . . . .
muntlig framstillning uttrycka sig m h a spriket
Muntlig framstillning — Uppgiften omvandlas till en likhet och
Konvertering symbolisk framstillning + en tredimensionell figur skapas
3D-figur
K teri Geometrisk figur & Under hela arbetet gir eleverna fram
onvertenng symbolisk framstillning och dter mellan 3D-figur och ekvation
K . Muntlig framstillning — Liraren omvandlar det eleven uttrycker
onvertering bolik fi 1 . . .
symbolisk framstillning till matematisk notation
. Symbolisk framstillning — Berikningar
Behandling symbolisk framstillning
K teri Symbolisk framstillning — Avslutningsvis frin berdkningarna
onvertenng muntlig/skriftlig framstéllning |skriver liraren vilket skulle bevisas

Sekvens 7 visar hur anvindande av teknik i undervisningen i sig innebdr en ny
modell f6r samspelet mellan eleven, det matematiska innehillet och tekniken
(genom ldrarens strategiska agerande). Detta interaktiva dynamiska sitt att
bearbeta och diskutera matematiska fenomen pd, tillsammans med ldrarens
sdtt att utnyttja tekniken for att erbjuda feedback 6ppnar méjligheter f6r nya
alternativa sitt att undervisa vilket bidrar till att skapa méjligheter till lirande.

Sammanfattning

Intresset har i forsta hand varit riktat mot de didaktiska strategier som ldraren
med stéd av teknik anvinder for att skapa matematiska situationer vilka kan
erbjuda tillfillen till lirande. I denna studie handlar det om att karakterisera
hur ldraren utnyttjar, det tekniken erbjuder och omsitter det i undervisningen.

Resultatet har uppvisat en undervisning dir tekniken 4r en resurs for
liraren savil som for eleverna. I Tabell 8 sammanfattas de strategier och de
sitt pa vilka ldraren i denna studie utnyttjar tekniken i undervisningen.

Franke m.fl. (2009) argumenterar for att en viktig del i elevens lirande ir
att lararen hjilper eleven att gora sitt tinkande explicit, genom att be denne att
uttrycka och dela sina idéer med de 6vriga och att detta anvinds som
utgingspunkt vid diskussioner. Liraren arbetade ofta pi ett sidant sitt att hon
presenterade problem och utmanade eleverna att applicera sin matematik pi
dessa. I detta arbete utnyttjade ldraren tekniken fo6r att moéta elevernas
funderingar och 16sningsfoérslag genom en inriktning mot resonemang snarare
dn enbart ett fokus pi ritt svar. Tvi ofta dterkommande sitt som ldraren ofta
anvinde var transformationer och bearbetning (Tabell 8). Visuell representation
ar en central del for att forstd matematiska samband och begrepp. Elever som
lir sig matematik tdnker och forstar ofta i bilder, innan matematiska samband
formaliseras till symbolsprik (Presmeg, 2006). En styrka med tekniken dr att
den erbjuder flera olika mdjligheter for ldraren att arbeta med visuell
representation.
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Tabell 8. Lirarens strategier/sitt att utnyttja tekniken i undervisningen

Strategier/sitt Betydelse Exempel
Bearbetning Lagrad och livedata kan litt bearbetas |Pyramidens sida viks ut
Mojlighet att kommunicera och Eleven presenterar och redovisar
Delad upplevelse e
utbyta data med andra sin l6sning
Fokusering Belysa sarskllda.asp ekter av processer Forstora del eller firgmarkera
eller representationer
e Utseende/sirdrag av olika objekt kan |Liraren visar fler exempel pa
Jimforelse o ; I,
jimforas trianglar i olika ligen
Lager i lager Bilder och objekt kan liggas framfor |Liraren vill visa och lyfta fram
S¢r pa fag varandra olika detaljer efter hand
Modelleri En process kan simuleras genom att | Volymens f6rindring om sidans
odetienng visa forhillanden mellan variabler lingd pi en kub varieras
.. . Lirare visar exempel frin
Repetition Lagrad data kan litt repeteras tidigare berikning
Sammanhang Tidigare data kan litt himtas fram I_:eknonen fortsitter dir den
forra avslutades
S lagni Mojlighet att ta in data frin olika Bild fran lirobok jaimfors med
AMMANSAZANE | illor databild
Transformationer Sittet som data representeras pi kan |Prismats bottenyta
transformeras transformeras frin 3D-2D
Askﬁdliggérande Data kan litt ses och tolkas av alla Extra forklar:ande data kan
tillfogas en bild

Resultatet har visat att de mojligheter som tekniken erbjuder att dndra,
manipulera och transformera visuella representationer dr viktiga for elevernas
mojligheter att skapa sig forstaelse f6r geometriska samband samt 6verkomma
vanliga missuppfattningar. Detta ligger i linje med det Serow (2008) fann i en
studie, d4 hon undersokte elevers forstielse f6r samband mellan fyrhérningar,
och dir slutsatserna var att anvindande av teknik i undervisningen resulterade
i en djupare forstielse f6r de geometriska begreppen hos eleverna.

Tekniken dr dven ett verktyg for liraren for att undersoka och kontrastera
elevernas idéer och ldrarens strategier gir ut pa att bygga vidare pa elevernas
tidigare upplevelser genom ett effektivt utnyttjande av tekniken. Detta sker
genom att liraren frekvent dven arbetar med jimforelse och fokusering da hon
utnyttjar tekniken till att visa méanga olika exempel pad samma fenomen och
har moijlighet att fokusera nagon sirskild detalj, vilket gér att eleverna far
storre mojligheter att utveckla sin forstielse f6r begrepp och definitioner.

Arbete med visuella bearbetningsbara bilder i undervisningen ger édven
eleverna mojlighet att utveckla den tolkande férmégan och utveckla ett mer
analytiskt forhillningssitt (Battista, 2007).

Andra for liraren viktiga sitt eller strategier ir delad upplevelse och
dskadliggorande. Liraren utnyttjade ofta mojligheten att med teknikens hjilp
lita eleverna redovisa och diskutera 16sningar. Just genom denna méjlighet kan
ldraren arrangera och analysera olika slag av helklassbidrag. Elever erbjuds
mojligheter att resonera, generalisera och sjilv bygga pa sin forstielse, utifrin
sitt egna och kamraters arbeten i en social kontext. Brodie (2011) menar att
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diskussioner som fors pi detta sitt har en stor betydelse for elevernas
mojligheter att utveckla sitt teoretiska tinkande och att liraren har en viktig
roll i denna process. Den teknikbaserade miljon bidrar till lirprocessen genom
att erbjuda en stor interaktiv skirm pa vilken losningar och idéer pa ett
overskadligt sitt ses av alla.

Tva andra sitt som liraren utnyttjade ofta var Jager pi lager och
sammanslagning. Detta skedde ofta genom att ldraren vid diskussioner om
geometriska figurers konstruktion t.ex. forst visade hela figuren for att direfter
dolja delar av figuren si att eleverna endast kunde se de delar som liraren
6nskade att de skulle studera. Liraren belyser pa detta sitt olika begrepp och
deras kritiska attribut (Battista, 2007) genom att diskutera hur de skiljer sig at.
Vinner (1991) argumenterar for vikten av att diskutera och belysa kopplingar
mellan en formell bild och dess begrepp genom minga exempel, speciellt
ovanliga sidana. Liraren kunde dven visa fler geometriska objekt som var
nagot olika samtidigt pd skidrmen, varav en eller flera kunde vara himtade fran
elevernas lirobok.

Sekvenserna och analysen ovan visar hur liraren genom att strategiskt
utnyttja teknikens egenskaper, elevernas fragor och kombinationer av dessa,
skapar en undervisning dir eleverna erbjuds att arbeta med geometriska figurer
och dess begrepp samt erfara transformationer. Intressant i sammanhanget ar
hur eleverna upplevde undervisningen som skedde med stéd av teknik. For att
fortydliga bilden av undervisningen kommer i nista avsnitt resultat och analys
av fokusgruppsintervjuerna samt resultaten frin uppféljandetest och
gruppuppgiften att presenteras.

Elevernas upplevelser och lirande

I detta avsnitt presenteras elevernas upplevelser av teknikunderstédd under-
visning samt en presentation av resultaten frin gruppuppgiften och frin
uppféljandetestet, vilka syftar till att askadliggéra de kunskaper eleverna
uppvisar efter att undervisningen inom det aktuella dmnesomridet avslutats.
Auvsnittet avslutas med en sammanfattande analys.

Elevernas upplevelser

Elevernas upplevelser av teknikunderstodd undervisning presenteras med hjilp
av transkriberade sekvenser frin fokusgruppsintervijuerna vilka syftar till att
lyfta fram elevernas uppfattningar om hur de upplever undervisningen som
sker med stéd av teknik. Sekvenserna ir uppdelade under tre rubriker,
teknikens roll och méjligheter, fysisk materiel samt kommunikation.

Teknikens roll och majligheter

En stor del av elevernas samtal vid fokusgruppsintervijuerna kretsade runt
anvindning av teknik i undervisningen.
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Alla grupper uttryckte att tekniken betydde mycket for undervisningen,
detta ur olika aspekter. Foljande utdrag beskriver nir eleverna diskuterar
teknikens roll och dess moéjligheter. En grupp tog upp detta med teknikens
betydelse for deras moéjligheter att skapa sig en forstielse av matematiken:

E1: Tekniken gor att undervisningen blir bra. T.ex. néir vi arbetar
med figurer sd kan liraren gora en klon, alltsd man gor tvd
stycken och si kan man separera och lyfta fram en del ur en
figur. Sedan kan man mdila pa den och forindra den medan
man har kvar utgingsfiguren bredvid.

E2: Ja jag tycker att det dr jattebra. Jag forstir mycket bittre ndr
man verkligen ser hur figuren dr uppbyggd och vad som hinder
om man flyttar en del till ett annat stille.

En grupp elever lyfte detta med hastigheten i undervisningen och hur tekniken
paverkar detta:

E1: En wiktig sak dr att det dr effektivt och gir snabbt i
undervisningen, inte for att det behiver g jittesnabbt men om
det bara finns en whiteboard, si medan liraren skriver
uppgiften eller ritar en bild pa den si tinker man pd annat si
linge, men nu sa trycker liraren pi en knapp och si kommer
ndsta sida upp och sd dar allting dir di allt dr forberett.

E2: Tekniken sparar mycket tid

E1: Egentligen inte bara det att man sparar tid, utan man tappar
inte intresset. Jag hiller mig i alla fall fokuserad hela tiden, det
kommer alltid nya grejer. Det dr aldrig sd att man sitter och
vdntar pd att nigot skall hinda.

Eleverna anser dven att tekniken dr viktig for att skapa en r6d trad:

E3: Och det dr det som dr det bista med tekniken som verktyg dr att
man kan ga tillbaka och se, det var det hir vi gjorde forra
lektionen och da gjorde vi det har felet eller det har var bra, men
om man bara har en whiteboard sd dr det svirt.

E1: Just att ga tillbaka anvinds ofta di liraren fragar om det dr
ndgon som har ndgra fragor. Dd ar det ofta nagon som har en
Jfraga och di losningarna ofta dr lingre sd ber han eller hon att
skrolla upp till sidant som vi skrivit tidigare och dir stir om det
som fragan giller.
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Eleverna beskriver att anvindande av teknik i undervisningen ar viktig just nir
det giller att skapa forstielse for matematiska begrepp inom tredimensionell
geometri. Eleverna lyfter d4ven i samband med detta den viktiga aspekten att
tekniken mojliggor for elever och lirare att ga tillbaka och diskutera tidigare
genomgingna matematiska begrepp, bade sidana som behandlats under
samma lektion men dven under tidigare lektioner.

Fysisk materiel

Data fran observationerna visar att en stor del av lirarens undervisning baseras
pa utnyttjande av tekniken, men édven fysisk (konkret) materiel anvindes av
ldraren tillsammans med tekniken. I en av fokusgrupperna diskuterar eleverna
teknikens fordelar och relaterar den till fysisk materiel (F = forskaren):

E1: Det dr bra nér vi tittar pa figurer si kan hon (liraren) rita pa
dom, dra ut dom och vrida pi dom sd att man verkligen kan se
varfor en formel dr som den dr.

E2: Ja som vi gjorde pa Pythagoras sats.

E1: Ja, eller en typ romb, hur man riknar ut den eller en
parallelltrapets

F: 1bland anvinder liraren konkret materiel, alltsd fysisk materiel,
ser ni att det, ... Ar det som ett komplement till tekniken?

E3: Ja

E3: Ja, det dr mer utover for att kunna kinna pi det mer in att se

det, men det dr tillsammans som det blir bra. Det hade inte vart
bra med bara det konkreta eller med bara tekniken. Det dr
tillsammans det blir sd bra som det dr.

Fysisk materiel i undervisningen ses av elever som ett viktigt komplement till
anvindande av teknik, nigot som dven en elev redogjorde f6r vid en av
fokusgruppsintervjuerna:

Man har byft in den fysiska materielen i tekniken, men inte riktigt allt, si
dirfor behovs fortfarande fysiskt materiel. En pyramid som skall vecklas
ut, kan vara svirt med bara tanken och ibland ricker det inte att se en
film pa det, det kan dven vara svart att rita ocksd. Dirfor behovs dven
fysiskt materiel.

(Elev 2, fokusgrupp 1)

Kommunikation

Data visar att den undervisande liraren bygger en stor del av sin undervisning
pa aktivt deltagande fran elevernas sida.
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Elevernas synpunkter fran fokusgruppsintervjuerna lyfter fram vikten av att
liraren skapar en undervisning dir elever och lirare interagerar om det
matematiska innehillet. En elev berittar:

Nir vi diskuterar losningar fir man utifrin sin losning (med hjilp av
dokumentkameran), sjilv infor klasskamraterna beritta hir har jag
tankt si hir och de fir stilla fragor. En stor fordel tycker jag dr att om
man gjort fel i losningen sd mirker man det nir man sdger det, man
mdrker att det dr fel. Till skillnad fran nir ndgon bara siger att det dr fel
sd tanker man, jaha det dr fel. Nu kommer man pa det sjilv och da lir
man sig mycket bittre och kommer ihig det.

(Elev 3, fokusgrupp 2)

Eleven beskriver att det dr viktigt att redovisa sin egen 16sning infér klassen
som mycket virdefullt for henne. Genom sin redovisning siger hon sig
reflektera Gver sitt arbete nir hon beskriver 16sningen infér klassen, det vill
siga, hon skapar sig en bittre forstaelse for eventuella fel, da hon sjilv marker
att nigot inte stimmer just i det 6gonblicket d4 hon beskriver sin 16sning.

Gruppuppgift
I detta avsnitt presenteras resultatet frin den gruppuppgift som eleverna gjorde
i samband med fokusgruppsintervjuerna.

Vid de tre intervjuerna deltog fyra elever vid varje tillfille. Eleverna i varje
grupp delades upp slumpmissigt i par. Sammantaget blev det 6 par-grupper
som arbetade med uppgiften. Varje grupp redovisade sin 16sning muntligt, en
redovisning som dokumenterades med video. Uppgiften gillde att undersoka
om det ir mojligt att frin en (24 x 6) cm stor plat tillverka ett cylinderformat
decilitermatt (Bilaga 5).

Resultatet frin gruppuppgiften var att samtliga par-grupper loste uppgiften
och kom fram till att det d4r mojligt att tillverka ett dl-matt utifrin platbiten
med de angivna mitten.

Alla grupper prévade forst att placera cylinderns bottenyta vid en kant pa
plitbiten och anvinda resterande bit till mantelytan. Detta ger en h6jd av 6 cm
pa cylindern och dirmed blir det stérsta mattet pid diametern ocksd 6 cm
(Figur 22). De har direfter riknat ut omkretsen pé cirkeln och jimfort det
med den resterande biten som dr 18 cm lang (24-6 cm). De fann da att den
inte ricker runt basytan, dd omkretsen med diametern 6 cm, dr 6ver 18 cm.
Mirk vil att eleverna maste rikna med ett korrekt nirmevirde for m, for att
komma fram till slutsatsen att den resterande biten inte ricker runt den forst
tinkta basytan (ibland anvinder elever i grundskolan nirmevirdet = 3, vilket
i detta fall skulle gett ett resultat som indikerat att det gér att tillverka ett dl-
matt i form av en cylinder med en diameter pi 6 cm utifrin den givna
plitbiten).
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Figur 22. Gruppuppgiften

Fem grupper provade efter det inledande forsket att minska diametern till 5
cm och kunde dé konstatera med st6d av berdkningar och resonemang att det
ar mojligt att utifrdn den angivna platbiten tillverka ett matt som rymmer ver
1dL

En av grupperna hade efter det inledande férs6ket vint pa uppgiften och
efterfrigat vad radien dr om mittet skall fi volymen 1 dl. Gruppens
resonemang visas med ett transkriberat avsnitt frin deras redovisning:

E1l: Om hdjden dr 6 cm, di skall man snurra den sdhar (visar med
ett pﬂpper), da vet vi att hijden dr 6 cm. Om den skall rymma
1 dl, dé vet vi att det dr 0,1 dm’® vilket dr detsamma som 100
cm’. Dd betyder det att volymen dr 100 cm’

E2 Formeln blir da nmv*6 = 100, sedan delar vi 100 med 6 och
delar med m, da fir vi att v =5,3 och att r = 2,3

E1 Sedan riknar vi ut omkretsen for att kontrollera genom att ta
2:2,3'm = 14,5, da ricker biten som dr éver 18 cm runt biten
E2 Svaret dr att det gar att gora ett sadant mdtt

Saledes klarade alla sex grupper att 16sa uppgiften och en av grupperna l6ste
uppgiften med en mer generell 16sningsmetod.

Resultatet pd gruppuppgiften visar att eleverna i samband med att de utf6r
berikningar behidrskar att utféra transformationer sivil inom samma som
mellan olika register. Utifrdn problemstillningen angriper eleverna problemet
med att inledningsvis prova om det dr moéjligt att tillverka en cylinder med sé
stor bottenarea som mojligt. I den inledande berikningen visar eleverna att de
har férmaga att betrakta och anvinda processer som objekt, t.ex. ser de
definitioner rérande basytans cirkel som ett objekt di de applicerar
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berikningar av omkrets och cirkelarea i den aktuella uppgiften att underséka
om det dr mojligt att tillverka ett dl-mitt.

Efter det inledande forsoket visar eleverna att de forstir hur de skall gi
vidare i unders6kningen genom att de utfér en sekvens av berdkningar for att
na ett fullgott resultat. I dessa berdkningar anvinder eleverna erforderliga
begrepp och visar pi en djupare forstielse for begreppen och for relationer
mellan dem, de uppvisar dven férmaga for att utféra en lingre sekvens av
berikningar. Genom detta visar eleverna att de utvecklats betriffande den
strukturella férstielsen for de aktuella begreppen och nitt reifikationsstadiet.

Uppféljandetest

I samband med att arbetsomridet avslutades genomférde eleverna ett
uppfoljandetest vilket var identiskt med forforstielsetestet. 20 av 21 elever
genomforde testet. Resultatet frin samma tvé friagestillningar som valdes ut ur
forforstaelsetestet presenteras. Elevernas svar analyserades och kategoriserades
pa samma sitt som vid forférstielsetestet i enlighet med reifikationsteorins tre

stadier (Sfard, 1991).

Fragestillning 1
I den forsta fragestillningen: Vad ir begreppet volym for dig? ombads eleven
att beskriva vad volym stir f6r dem.

Resultatet visar att samtliga elever gav en beskrivning av vad volym dr i
enlighet med definitionen av begreppet volym. Samtliga elever ger en liknande
presentation som losningen i Figur 7. Siledes kan det sigas att dessa elever har
utvecklat sin  forstielse  betridffande  begreppet volym och  natt
reifikationsstadiet. Detta di de visar att de kan behandla processen att beridkna
volymen som ett eget objekt genom att de foérklarar vad som beriknas med
hjalp av formeln och visar forstaelse for formeln i det aktuella ssmmanhanget.

Fragestillning 2
Den andra fragestillningen 16d "Far en 5 dm lang stav plats i en lida vars alla
sidor dr 3 dm?”.

I internaliseringsstadiet uppvisar eleven genom resonemang, viss forstielse
av problemet men utfér inga berdkningar alternativt gor eleven en ansats till
berikningar. Det kan handla om att eleven inser att staven skall placeras snett
pd ndgot vis.

I kondensationsstadiet uppvisar eleven utifrin resonemang férstielse av
problemet (oftast med en bild som visar pa forstielse f6r rymddiagonal), men
utfor otillrdckliga berdkningar.

I reifikationsstadiet uppvisar eleven full forstielse fér problemet och utfor
berikningar som styrker detta. Dessa berikningar tillits bestd av nagon
felaktighet vilket gor att eleven inte fullt ut nir en godtagbar slutsats.
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Resultatet visade att det var tre elever som presenterade en lésning i
internaliseringsstadiet. Resterande 17 elever har avgett ett svar som visar att de
nitt reifikationsstadiet (15 av dem hade presenterat en helt korrekt l6sning).
Nista exempel visar en elevlosning tillhérande reifikationsstadiet (Figur 23).

4. Firen 5 dm ling stav plats i en lada vars alla sidor ir 3 dm? Motivera
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Figur 23. Eleviisning tillhorande reifikationsstadiet

Eleven ritar en inledande bild och infor egna beteckningar (w, 4 och 4).
Beteckningarna a, & och ¢ dsyftar beteckningar i formeln f6r Pythagoras sats
och anvinds av eleven i inledningen av varje berdkning. Ligg sirskilt mirke
till att eleven substituerar 4 mot V18 och nir den sitts in i den andra
berikningen, syns svaga streck ver rottecknet och éver exponenten di eleven
markerar att dessa tar ut varandra. Redovisningen omfattar hela uppgiften.
Genom sin lésning visar eleven en god forstielse och kan sigas ha natt
reifikationsstadiet, detta da eleven uppvisar begreppsmissig och procedurmissig
férmaga att 16sa problemet och ser pa processen som en helhet.

Sammanfattning

Sammantaget upplever eleverna att anvindning av teknik dr viktigt i
undervisningen. Eleverna ser pi den som ett hjilpmedel som hjilper liraren
att synliggéra matematiken f6r dem. Vidare anser eleverna att tekniken dven
spelar roll da det handlar om att skapa interaktion och kommunicera det
matematiska innehallet.

Eleverna lyfter dven fram aspekter pa teknikens bidrag till undervisningen
som de upplever som viktiga. Det ir dels att tempot i undervisningen snabbas
upp, de behéver aldrig vinta pa att liraren skall rita figurer pa tavlan. Vidare
ser eleverna funktionen att gi tillbaka i materialet vara en viktig faktor vilken
har stor betydelse for deras lirande. Det giller bade att atervinda till stoff som
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behandlats under samma lektion, och 4ven sidant som behandlats under
tidigare lektioner. Den aktuella liraren ligger dven ut datamaterialet frin
lektionerna pd skolans interna nit sa att det dr atkomligt for elever som missat
lektionen. Sammantaget ger eleverna en positiv bild av att tekniken anvinds i
matematikundervisningen. De upplever det som om undervisningen blir bittre
och hjilper dem i sin strivan att utveckla sina matematiska kunskaper.

Eleverna menade dven att fysiskt (konkret) materiel har en given plats i
undervisningen och menade att teknik och fysisk materiel kompletterar
varandra.

Elevernas positiva bild av att teknik anvinds i undervisningen avspeglar sig
dven i form av positiva effekter pi deras lirande, vilket kan ses genom
resultatet pd bade gruppuppgiften och pa uppféljandetestet.

Resultatet pid gruppuppgiften visar att eleverna genom deltagande i
undervisningen har utvecklat sina matematiska kunskaper inom omréidet
rymdgeometri. Samtliga grupper visar god forstielse for problemet och viljer
en limplig metod for att angripa problemet. Vidare visar de sikerhet vid analys
och genomférande av problemet under arbetets gang.

Aven resultatet pa uppfoljandetestet uppvisar positiva effekter av
undervisningen hos eleverna. En jimforelse mellan f6rférstielsetestet och
uppféljandetestet visar genom fragestillning 1 att 60 procent av eleverna hade
en ganska god forforstielse av begreppet och kunde ge en beskrivning i
enlighet med definitionen for begreppet volym. Pi uppféljandetestet gav
samtliga elever en beskrivning i enlighet med definitionen f6r volym.

Resultatet pa fragestillning 2 visar genom en jimférelse mellan testen att
merparten av eleverna har utvecklat sin férmaga att arbeta med geometriska
och algebraiska begrepp och har en férmaga att applicera dessa dven i svarare
problemlésningssituationer. 85 procent av eleverna kan sidgas ha utvecklat en
strukturell forstielse for begrepp, det vill siga de har en forméiga att se
matematiska processer som objekt och nitt reifikationsstadiet. Detta ger dem
verktyg att arbeta med problemlésning, da de dels f6rstir vilka verktyg de skall
anvinda och dels har en forméga att applicera dem i den aktuella matematiska
kontexten.

I den andra frigestillningen testades elevernas kunskaper om begreppet
volym och deras férmaga att arbeta med procedurer. Den skillnad som
foreligger betriffande elevernas resultat pd forforstielsetestet jamfoért med
uppféljandetestet visar pd en utveckling av elevernas forstielse for begrepp
inom tredimensionell geometri. Fragestillningens dr av sidan art att det krévs
av eleverna att de har god forstaelse av problemet samt kunskap om tinkbara
metoder, och har férmigan att vilja och applicera en limplig sidan pa
problemet. Det handlar inte bara om att veta hur man arbetar med en
matematisk uppgift, utan 4ven att kunna uttrycka lésningen av uppgiften
korrekt i skriftlig eller symbolisk form. De flesta av dessa 16sningar dr korrekt
16sta med en redovisning som omfattar hela uppgiften, ir vilstrukturerade och
tydliga med ett relevant matematiskt sprak.
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Saledes har dessa elever med st6d av undervisning utvecklat sina kunskaper
om de aktuella geometriska begreppen och natt reifikationsstadiet. Detta da de
uppvisar prov pa att uppfatta begrepp (t.ex. Pythagoras sats) operationellt pi
en niva och se pa dem strukturellt pd en hogre niva. Sfard (1991) argumenterar
for att det dr en stor svarighet for eleverna att arbeta med begrepp operationellt
pa en nivéd och att se dessa matematiska processer som ett verktyg (objekt) som
skall anvindas pi en hégre niva och kunna nyttja dem vid behov i en serie av
berikningar.

Sfard (1991) menar att nir elever bearbetar matematiska begrepp mentalt
sa kan det ske med hjilp av inre bilder och att detta kan forstirkas genom att
visualisera processer med bilder, nigot som dven Hadamard (1949) lyfter, di
han menar att en bild kan ge elever méjlighet till en simultan 6verblick 6ver
alla element, hilla dem samman och se helheten.

En forklaring till den utveckling som skett hos elevernas kan sildes vara
just ldrarens sitt att arbeta med bilder av tredimensionella geometriska objekt
och utnyttjande av teknikens mojligheter att manipulera dem. I nista avsnitt
ges ldrarens syn pd anvindande av teknik i undervisningen.

Lirarens syn pa anvindning av teknik

Ur intervjumaterialet presenteras transkriberade sekvenser frin lirarintervjun.
Syftet dr att presentera ldrarens syn pi vad tekniken betyder f6r henne i
undervisningen. Sekvenserna dr uppdelade under samma rubriker som vid
presentationen av fokusgruppsintervjuerna med eleverna, teknikens roll och
mojligheter, fysiskt materiel samt kommunikation. Under varje rubrik
presenteras sekvenserna med en efterfoljande analys.

Teknikens roll och méjligheter

En stor del av samtalet under intervjun kretsade runt anvindning av teknik i
undervisningen. Liraren beskriver med egna ord teknikens roll i hennes
undervisning:

Det dr ett hjalpmedel, det dr det viktigaste, med betoning pi hjilp. Ett
hjilpmedel som gor att man littare kan synliggira matematiken for
eleverna, man kan gora det abstrakta synligt. Man kan littare samla
klassens fokus sd att man kan ha en intressant helklassdiskussion for att
alla kan se samma sak. Man kan gi tillbaka och se vad man gjort
tidigare. Det dr vildigt enkelt att jamfora elevlosningar, olika losningar
pd ett vildigt smidigt och snabbt sitt och tekniken gor att man breddar
sin undervisning.

Liraren beskriver ett exempel pé teknikens moéjligheter:
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Vi pratade om vinklar i polygoner och en elev kunde inte se varfor man
tar bort, nu handlade det om att en pentagon har en vinkelsumma, man
kan gora fem trianglar ritat mot mitten och di kunde man ta 180 x 5 -
360 grader i mitten (Figur 24a). Och eleven sig inte varfor man tar bort
360 grader. Aven andra elever forsokte forklara men han forstod inte. Jag
plockade fram en bild av en pentagon som Gppnar sig och visar fem
trianglar och de vinklar man tar bort, och di forstod han (Figur 24b).
Och detta kunde jag inte gora tidigare utan tekniken. Man fir flera

verktyg att forklara det som vissa elever inte ser.

AAN]

Figur 24. Vinklar som tas bort vid berikning av pentagonens vinkelsumma

a)

Liraren pipekar vid intervjun att det verkligen giller att tinka igenom hur
tekniken skall anvindas:

Eftersom det finns sa mycket material som dr fardigt for att anvinda
tillsammans med tekniken. Detta gor att tempot i undervisningen ckar
och att det ibland kan ga for fort for vissa elever. Déir mdiste man vara
medveten om att det kan gd fort sd att man dr medveten om vilka
moment som @r svdra for elever si att man bromsar.

Liraren fortsitter:

Ta t.ex. begrinsningsarean for en geometrisk figur. Det dr litt att man
visar en bild pd ett ritblock som ar utvecklat och att man tror att alla
elever har forstitt. Dd kan det vara bittre att forst visa en bild pd ett
rithlock och be eleverna rita hur det ser ut ndr det ar utvecklat for att
direfter visa med hjilp av tekniken. Men en fara dr att man direkt visar
med hjilp av tekniken si att man inte liter eleverna ga igenom processen,
och da fastnar det inte. Jag menar att eleverna forstdr det jag siger, men
de gor det inte till sitt.

87



Nir teknik kommer in i en milj6 sa paverkar tekniken miljon. Liraren besvarar
frigan om tekniken anpassas till undervisningen eller om undervisningen
anpassas till tekniken:

Tidigare var det si att i 90 % av fallen si anpassades undervisningen till
tekniken. Man tittade pad ett program och man undrade vad de som gjort
programmet hade tinkt, for det fanns ingen didaktisk bakomliggande
tanke som var relevant utan, nu har vi tekniken, vad skall vi gora med
den? Sd gjorde man saker som man kunde visa upp men som inte hade si
stor koppling till lektionen, det spelade inte si stor roll bara man anvinde
sig av tekniken. Nu borjar man forstd, hur och varfor och att man forst
tinker pedagogiskt och didaktiskt vad man vill gora och sedan hur jag

kan anvdnda tekniken.
Vid intervjun lyfter liraren en viktig aspekt om tekniken, nimligen att:

Tekniken utan en lirare ar ingenting, det dr ndgot som man verkligen
mdste tinka pa. Manga tror att bara man fir in teknik i klassrummet si
blir det bra. Men tekniken sjilv gor inget jobb, utan idéerna mdste man
fa sjilv och sen gor tekniken att det blir sa mycket roligare, mer visuellt,
mycket mer tilltalande for eleverna.

I det forsta och andra citatet lyfter liraren teknikens betydelse for hennes
undervisning for att belysa det abstrakta inom matematiken, det eleverna kan
ha svirt att fi syn pa samt hur tekniken ger henne fler verktyg f6r detta.
Liraren beskriver hur tekniken ger henne ett verktyg till att belysa en
avgorande aspekt i elevens lirande (férmégan att forstdi formeln). Ur
utvecklingssynpunkt dr arbetet med geometriska begrepp viktig och Sfard
(1991) menar att den strukturella forstielsen utvecklas frin den operationella
och att denna utveckling st6ds av visualisering med hjilp av bilder.

Siledes torde lirarens och elevernas sitt att anvianda tekniken nir de
arbetar med geometriska figurer och begrepp understédja elevernas utveckling
mot den strukturella forstielsen. Sfard (1991) menar dven att den strukturella
forstielsen kriver en hel del arbete frin elevens sida och att det tredje steget
(reifikation) ofta dr vildigt svart att ta for eleverna.

Fysisk materiel

Vid ldrarintervjun framkom tydligt att en stor del av hennes undervisning
baseras pa utnyttjande av tekniken. Liraren far fragan om betydelsen av fysiskt
(konkret) materiel i undervisningen:
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Man behéver bide och, man behover bide det laborativa och tekniken.
Det finns saker som..., med tekniken kan man visa nagot for hela klassen
men sen kan man siga som nu t.ex. i rymdgeometri, jag har ett konkret
exempel. Rymddiagonal, de flesta elever kan se det om jag visar pd
tavlan men jag hade tre elever som inte sdig det. Och genom att ta en kub
med en rymddiagonal i lidan och ett papper s kan man se det, och de har
tre eleverna behovde verkligen kuben. Si jag tror att bida behovs.

Fysisk materiel i undervisningen ses av liraren som ett viktigt komplement till
anvindande av teknik. For att elever skall utveckla den strukturella forstielsen
s& fordras det att de verkligen forstir vad de arbetar med nir de t.ex. berdknar
volymen av en geometrisk figur med hjilp av en formel. For att alla elever skall
uppfatta figurers delar och helhet s finns det sikerligen ett behov av att en del
elever arbetar med fysiskt materiel. Det 4r dven nigot som ldraren lyfter nir
hon beskriver hur eleverna forstod vad en rymddiagonal dr nir de fick en kub
att hélla i och vinda och vrida pa.

Kommunikation

Eleverna lyfte vid fokusgruppsintervjuerna fram vikten av att liraren bygger
upp och kommunicerar det matematiska innehallet. Data visar att den
undervisande ldraren bygger en stor del av sin undervisning pa aktivt
deltagande frin elevernas sida. Liraren férklarar sin syn pa anvindande av
teknik i undervisningen och hur det hjilper henne att skapa interaktion och
kommunicera det matematiska innehillet:

Den gor att man, man kan ha pd tavlan det som dr relevant for att fora
en diskussion framat. Man kan visualisera saker som dr svdra att
visualisera pa en vanlig tavla och genom att alla elever ser en tydlig bild
sd blir det attraktivt att vara med och diskutera, det gar ocksd att gora
utan tekniken men det ar sa mycket roligare med teknik. Sen att man litt
kan gora animeringar som skapar storre forstaelse hos eleverna. Man fir
flera verktyg for att kunna forklara det som vissa elever inte ser

Liraren diskuterar ofta elevlosningar i helklass, diskussioner dir tekniken ar
ett viktigt verktyg:

En del av kommunikationen bygger ocksi pd att jaimfora olika losningar
och olika sitt att tinka och for det dr verktyget verkligen viktigt, for man
kan snabbt med dokumentkameran (kringteknik) visa en elevlésning och
sd nasta och ga tillbaka, byta, utan att forlora tid genom att de skriver pd
tavlan forst hela sin losning. Och det dr ocksd en del av
kommunikationen, hur man kan motivera, hur man har tinkt, om de
andra forstar, att de andra kan stilla frigor.
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Liraren far frigan om dven den skrivna kommunikationen péaverkas av att hon
anvinder tekniken:

Absolut! Framforallt har jag mdrkt dr ndr eleverna har markt att deras
hifte kan hamna under dokumentkameran, da skriver de snyggare och s
korrekt som de kan s att andra kan forstd.

Och att..., en sak som vi forsoker trycka pd ganska mycket ar att man
skall motivera varje steg alltsd varje tanke man har s man skriver ner
det sd att om jag lagger det under dokumentkameran skall nagon annan
elev kunna forklara hur den har tinkt utan att eleven siger ndgonting.

Liraren lyfte fram vikten av att skapa en undervisning dir elever och lirare
interagerar om det matematiska innehillet. Sfard (1991) menar att den
strukturella forstielsen till sin natur ir mer statisk, omedelbar och forenande
medan den operationella forstielsen kan betraktas som mer dynamisk,
sekventiell och detaljerad och argumenterar ddrfér for att bada slagen av
forstdelse kan ses som att de kompletterar varandra. Fér kommunikation i
matematik har det ovan nimnda betydelse di det vid diskussioner om
matematiska objekt dr det nédvindigt att deltagarna har férmégan att hantera
processer utan att bekymra sig om processen i sig sjilv.

Som en naturlig f6ljd av detta innebdr det att elever som har en vil
utvecklad strukturell forstielse rimligtvis dven har mojligheter att
kommunicera matematik pi ett strukturerat och begripligt sitt, detta dd den
strukturella forstielsen bygger pa den operationella forstielsen och elevers
kommunikation inte behover fastna i, att svirigheter finns pi grund av en
mindre utvecklad operationell forstielse. For att elever skall utveckla
strukturell forstielse maste saledes en del av undervisningen i matematik bygga
pa att elever erbjuds tillfdlle att diskutera matematiska begrepp och erfara hur
dessa kan betraktas som en helhet f6r att utveckling mot reifikationsstadiet
skall ske. Sfard (1995) argumenterar for att anvindande av bilder eller figurer i
matematikundervisningen har dubbla syften, dels fungerar de som nagot att
tinka med och dels fungerar de som ett medel f6r kommunikation.

Vid intervjun uttryckte liraren f6ljande om tekniken, "den gér att man,
man kan ha pa tavlan det som ir relevant for att fora en diskussion framit”.
Liraren ger vid intervjun starkt uttryck for att hon anser att kommunikationen
ar viktig och att anvindande av teknik stédjer hennes ambitioner att si méinga
som mojligt av eleverna blir delaktiga vid diskussioner. Ett viktigt verktyg for
att skapa tillfillen att kommunicera matematik 4r dokumentkameran dir
elevernas 16sningar kan diskuteras pa ett smidigt sitt. Just att diskutera elevers
16sningar kan vara en bidragande orsak till att elever verkligen arbetar med den
operationella forstielsen.

Liraren beskriver dven att den skrivna kommunikationen paverkas positivt
av att dokumentkameran anvinds i undervisningen, detta da eleverna ir
medvetna om att deras 16sningar kan komma att diskuteras i klassen.
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Dyste, Hertzberg och Hoel (2011) menar att det ur ett metakognitivt
perspektiv dr positivt att lirare uppmanar sina elever att arbeta med skriven
kommunikation di det ses som ett sitt att underlitta for eleverna att reflektera
6ver matematiska begrepp och samband. Ett problem med detta dr dock att
manga elever inte har de matematiskt sprakliga kompetenserna som erfordras
for att redovisa sitt tinkande i skrift (Morgan, 1998).

Sammanfattning

Sammanfattningsvis ger ldraren bilden av att tekniken dr ett anviandbart
verktyg for att synliggéra matematiken for eleverna. Vidare anser liraren att
tekniken #dven spelar roll di det handlar om att skapa interaktion och
kommunicera det matematiska innehallet.

Liraren beskriver teknik som ett viktigt verktyg for att belysa avgorande
aspekter och arbeta med olika begrepp for att eleverna skall erbjudas méjlighet
att utveckla sin matematiska forstielse. Men liraren menar att utnyttjande av
teknik i undervisningen dven kriver att liraren verkligen tidnker igenom hur
den skall utnyttjas si att det verkligen blir det hjidlpmedel som det ér tinkt att
vara. En effekt av anvindning av teknik dr att tempot i undervisningen héjs,
vilket i sig kan vara positivt men det giller att lararen dr medveten om detta sa
att det inte gar for fort f6r vissa elever.

Liraren dr dock tydlig med att tekniken blir effektiv for anvindaren endast
om denne anvinder och applicerar den utifrin de behov som finns i
undervisningen, det vill siga att undervisningen styr anvindandet av tekniken
och inte tvirtom. Ett exempel pd detta dr att liraren ofta tillsammans med
tekniken dven anvinder fysiskt materiel vilket hon ser som komplement.
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SLUTSATSER

Syftet med denna studie dr att analysera och beskriva de situationer som
uppstér i de komplexa relationerna mellan ldraren, elever och tekniken inom
geometriundervisningen. Detta gors genom att beskriva hur avhandlingen
besvarar studiens tre forskningsfragor:

* Vilka didaktiska strategier anvinder ldraren i sin teknikunderstédda
undervisning?

* Vilka ir elevernas upplevelser av teknikanvindningen i undervisningen och
hur moéjliggor teknikunderstddd undervisning lirande hos eleverna?

* Vilken syn har liraren pi teknikens anvindning i undervisningen?

Undervisning med stod av teknik - lirarens strategier

I undervisningen fokuserades de didaktiska strategier liraren anvinder i sin
teknikunderstédda undervisning nér hon arbetar med och later eleverna erfara
transformationer. Duval (2006) argumenterar for att det vid arbete inom
geometri dr nédvindigt att kombinera dtminstone tvd representationssystem.
Arbete med geometriska figurer associeras till bade diskursiva och visuella
representationer.

Vad giller visuella representationer fungerar tekniken som ett utmirkt
hjalpmedel. I litteraturéversikten behandlades att elevers utveckling gillande
begrepp inom tredimensionell geometri ofta sker, genom att den gir frin en
upplevelse av former ur ett helhetsperspektiv, till att de uppfattar delar av dessa
former for att slutligen erfara forhillanden mellan delarna (Ambrose &
Kenehan, 2009). Vidare behandlades de tvi slags formégor som elever
utvecklar, dels en visuell f6rmaga och dels en analytisk formaga dir den senare
vixer med okad erfarenhet (Battista, 2007).

Nir ldraren pibérjade undervisningen av arbetsomridet presenterade och
diskuterade ldraren tredimensionella objekt och deras egenskaper. Detta
skedde med stéd av teknik, men det handlade mer om att liraren med hjilp av
tekniken plockade fram bilder pi olika geometriska objekt, just i syfte att
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eleverna skulle bekanta sig med dem, se objektens form och deras
uppbyggnad. Teknikens fortjanster i denna form av undervisning dr just att
den levererar precisa bilder och att liraren inte ligger si mycket tid pa att rita
bilder. Genom att liraren inledningsvis i férsta hand arbetar med elevernas
visuella férmaga och studerar och diskuterar geometriska former ur ett
helhetsperspektiv, ligger siledes lararen grunden for att eleverna ska borja bli
bekanta med de processer som leder fram till begreppet volym i enlighet med
internaliseringsstadiet (steg 1) och kondensationsstadiet (steg 2) inom
reifikationsteorin (Sfard, 1991).

I undervisningens nista steg fokuserades pa de rymdgeometriska objektens
delar och deras relation. I dessa moment kommer tekniken mer till sin ritt da
lararen med teknikens hjilp kan bearbeta och rotera objekten samt 6ppna upp
dem. Vidare méjliggor tekniken att zooma in och rikta uppmarksamheten mot
en sirskild del av den geometriska figuren. I och med detta trinas eleverna att
se pa geometriska objekt och skapa sig en forstielse av att de byggs upp av
delar vilka fogas samman till en helhet. Eleverna arbetade bland annat med
berikningar av begrinsningsareor och volymer och siledes trinades den mer
analytiska f6rmagan.

En andra aspekt handlar om geometriska figurers karakteristiska drag.
Aven om figuren visas och studeras av lirare och elever kan det forhilla sig si
att eleverna dndid kan ha svart att fi syn pa det typiska i den visuella
representationen. I detta avseende kan tekniken understédja liraren genom att
delar av figurer kan firgliggas och vikas ut f6r att belysa vilken aspekt
undervisningen fokuserar (Sekvens 1).

I litteraturéversikten behandlades elevers utveckling gillande geometriska
begrepp ur aspekten ett begrepps kritiska attribut (Battista, 2007; Stylianou &
Pitta, 2002). Flertalet undervisningssekvenser visade prov pa att liraren just
med teknikens hjdlp kan belysa kritiska attribut. Detta dskadliggors t.ex. ndr
eleverna skall berdkna prismats volym (Sekvens 3). Det handlar om att eleven
skall {4 syn pa basytans konstruktion och kunna 16sgéra den fran figuren, vilket
liraren med stéd av tekniken hjilper eleverna att géra. Genom animering
plockas basytan ut frin prismat och eleverna erbjuds att fi syn pa den. Annars
riskerar eleven att hamna i det som Stylianou och Pitta (2002) rapporterar, att
elever endast ser hela figuren och inte det kritiska attributet som fordras for att
komma vidare i problemlésningssituationen. Detta skulle kunna askadliggoras
utan teknik med hjilp av tvé bilder, den ena som visar figuren i sin helhet, och
den andra som visar figuren med den urtagna basytan. Jag vill mena att
teknikens verkliga fortjanst i den aktuella sekvensen dr just animeringen, att
sjdlva urtaget och transformationen sker direkt infér 6gonen pa eleverna, da de
ser hur basytan klonas och 16sg6rs fran den tredimensionella bilden, plockas ut
och samtidigt transformeras till en, for dem vilbekant tvidimensionell
geometrisk figur.

Detta ligger i linje med det Fischbein (1993) understryker, att geometriskt
tinkande dr karakteriserat av ett parférhallande mellan geometriska figurer och
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geometriska begrepp och att detta kan synliggéras med stéd av visuell
representation. Men dven det som Mariotti (1995) argumenterar for, att ovan
nimnda parférhillande maste verka i harmoni och att det finns en slags dialog
mellan en geometrisk figur och de begrepp som hér figuren till. I
undervisningssekvensen kan ldraren strategiskt utnyttja tekniken for att
understédja denna dialog.

Tekniken utnyttjas dven for att belysa transformationer mellan olika
register, nigot som kan vara svirt for eleverna (Duval, 2006; Hesselbart,
2007). I uppgiften nir eleverna arbetar med att berikna volymen av en kub
med endast lingden av rymddiagonalen kind (Sekvens 5) sker en serie av
transformationer mellan olika register. Skemp (1987) argumenterar for att ett
huvudmal med matematikundervisningen dr att erbjuda elever upplevelser som
uppmuntrar och frimjar bildandet av kunskapsstrukturer med en koppling till
matematiska begrepp, samt att eleverna erbjuds tillfille att testa sina
kunskapsstrukturer i logiska resonemang. I dessa sekvenser utnyttjar liraren
tekniken for att lita eleverna arbeta med transformationer vilka sker fram och
dter mellan geometrisk figur — symbolisk muntlig/skriftlig framstallning.

Liraren utnyttjar dven tekniken i undervisningen i mindre framtridande
men dnda viktiga aspekter. Det kan réra sig om att belysa viktiga steg genom
olika firgmarkeringar. Vidare mojliggér tekniken att ldraren kan ge
dterkoppling direkt pi elevers frigor genom att helt enkelt scrolla tillbaka till
omridet som behandlar frigestillningen. Tekniken underlittar dven flytet i
lektionen, anvidndandet goér att det blir smidiga 6vergingar mellan olika
aktiviteter inom lektionen, detta da det mesta ligger férberett i datorn och
eleverna behéver inte vinta pa liraren nir denne t.ex. ritar upp nya figurer.

Genom ett effektivt utnyttjande av teknikens breda utbud erhaller liraren
fler verktyg att bemota elevernas frigor och ovintat uppkomna situationer. Till
skillnad frin anvindande av mer statiska presentationer kan ldraren snabbt
plocka fram fler alternativa exempel och pa sa sitt med teknikens hjilp stodja
eleven i hans/hennes tinkande. Nir liraren planerar lektionen torde en del av
arbetet vara att s6ka det optimala sittet att presentera och arbeta med det
geometriska objektet. Anvindande av teknik i undervisningen innebidr att
dessa optimala undervisningssekvenser inte direkt behover planeras i lirarens
medvetande utan de finns lokaliserade i tekniken vilket ger liraren en storre
flexibilitet vid genomférandet av lektionen.

Elevernas upplevelser och lirande

Eleverna ir 6verlag positiva till att teknik anvinds i undervisningen. De anser
att anvindande av teknik gor att deras mojligheter till forstielse okar. De lyfter
fram positiva aspekter av teknikens méjligheter, t.ex. mojligheten att arbeta
med bilder och férdndra, klona samt flytta dem. Eleverna menade att tekniken
skapar ett jimnt tempo i undervisningen vilket gér att de hiller sig fokuserade
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hela tiden. Angiende detta rapporterade Serow och Callingham (2011) att
anvindande av teknik i undervisningen kan bidra till elevernas svar kommer
snabbare och ofta i form av kortare uttalanden vilket i sig kan vara hindrande
for elevens utveckling. Siledes 4r det viktigt att liraren inte driver upp tempot
t6r mycket och ger tid for elever till eftertanke.

Vidare ansdg eleverna att nir de delade sitt arbete med kamraterna i
klassen, si underlittades detta nir det skedde med hjilp av teknik. De kunde
littare artikulera sina idéer och de menade att de utvecklades i att uttrycka sig
muntligt. De uppskattade mojligheten att se och diskutera sina kamraters
arbeten, nigot som dven Serow och Callingham (2011) rapporterar om och
lyfter fram en tinkbar orsak, att elevers dngslan att diskutera sina arbeten
ddmpas i en milj6é dir anvindande av teknik dr ett naturligt inslag. En annan
viktig aspekt som podngterades vid samtliga intervjuer var méjligheten att ga
tillbaka vid speciella fragor. Detta ansig minga vara en av de stora
fortjansterna med tekniken. Eleverna menade dven att detta underlittade si till
vida att de inte beh6vde friga om saker de inte f6rstir direkt, de kan ta det vid
den efterfoljande diskussionen.

Betriffande fysiskt (konkret) materiel i undervisningen har eleverna samma
uppfattning som ldraren, men de uttrycker det som att det dr i samverkan det
blir bra, det vill siga de menar att de bida kompletterar varandra och att bada
behovs.

Eleverna upplever siledes att anvindande av teknik i undervisningen
forbattrar deras mojligheter till att skapa sig forstielse och till att ldra.
Eleverna insig dven att det var ldrarens sitt att utnyttja tekniken som
moijliggor detta, men dven att ldraren i den aktuella studien inte helt forlitar sig
till tekniken utan vid behov dven tar in fysiskt materiel som komplement.

For att studera huruvida ett lirande skett i den aktuella elevgruppen deltog
eleverna i ett uppf6ljandetest, nigot som dr vanligt vid studier just for att
studera hur effektiv en undervisning varit eller f6r att kunna visa att det sker en
utveckling av négot slag hos eleverna. Detta sker ofta genom att eleverna gor
ett test innan och ett test efter det att eleverna tagit del av den aktuella under-
visningen (Ambrose & Kenehan, 2009; Leung, 2008; Song & Lee, 2002;
Verschaffel & De Corte, 1997). Det ir skillnaden i resultat mellan testerna
som indikerar hur vil undervisningen fungerat (Héggstrom m.fl., 2012).

Det kan hivdas att oavsett undervisningsmiljé kommer det alltid att uppsta
en naturlig statistisk signifikant skillnad i resultat mellan testerna beroende av,
att undervisningen erbjuder nigon form av trining eller att eleven blivit bekant
med testet. Baki m.fl. (2011) menar att detta inte alltid behover vara fallet, ett
fenomen som uppstod i deras studie dir de undersokte undervisning som sker
pa tre sitt, med stdd av teknologi, med stéd av fysiska hjilpmedel och en
grupp som erholl undervisning utan hjilpmedel. Den sist nimnda gruppen
genomgick ingen statistisk signifikant utveckling inom ett antal av de testade
omridena i studien.
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Med inspiration av Ambrose och Kenehan (2009) var uppgifterna i testet i
denna studie konstruerade si att de inte var begrinsade till endast ett svar
(open-ended question).

Ambrose och Kenehan (2009) visade i sin studie att eleverna genom
deltagande i undervisningen gatt fran ett visuellt/holistisk tinkande mot ett
mer analytiskt tinkande da de genom ett eftertest visade att de kunde urskilja
och arbeta med geometriska objekts delar. Detta ligger i linje med
testresultaten i denna studie vilka visar att elevernas forstielse for begrepp pa
ett patagligt sitt utvecklats vilket méjliggjorts genom elevernas deltagande i
undervisningen. Elevernas resultat pi uppfoljandetestet sivdl som pi
gruppuppgiften visar att de utvecklat formégan att utfora transformationer
mellan tvd- och tredimensionellt tinkande samt mellan geometriska figurer
och symbolisk framstillning. Undervisningen som skett med st6d av teknik
har erbjudit méjligheter for eleverna att utveckla forstielse om begreppet
volym 1i sin helhet. Vidare visar eleverna genom resultatet pa uppfoljandetestet
att de behdrskar begreppen ekvation, formel och tal genom att utfora
nédvindiga berikningar, vissa av dem i lingre sekvenser.

Lirarens syn pa anvindning av teknik

Liraren syn pd anvindande av teknik i hennes undervisning dr mestadels
positiv. De fordelar med tekniken som hon lyfter fram dr att den hjilper och
understodjer henne utifrin de behov som uppstir i undervisningen. Liraren
menar att hon kan se att lirande transporteras frin en lektion till nista da hon
med teknikens hjélp fortsitter dir den forra lektionen avslutades.

Teknikens uppsittning av bilder och andra grafiska objekt samt
mojligheten att manipulera dem, ér en av de stora fortjinsterna anser liraren.
Med tekniken fir man mojligheten att visa samma sak frin flera olika
infallsvinklar och detta pa ett snabbare sitt. Lirarens egen beskrivning ir
triffande, "man fir flera verktyg att forklara det som vissa elever inte ser”. Vidare
lyfter hon fram den touch-kinsliga ytan pa den interaktiva tavlan di hon
menar att den utvecklar undervisningen och att hon levererar en mer effektiv
framstillning genom att hon gor foérindringar direkt i den aktuella bilden.
Detta gor dven att det blir en naturlig koppling mellan det visuella och det
verbala i undervisningen, nir hon beskriver det hon gér samtidigt som hon
utfor handlingen.

Men lararen framhaller att tekniken utan en ldrare dr ingenting, det vill
siga enbart genom att teknik installeras i klassrummet utvecklas inte
undervisningen. Inledningsvis krivs det ett stort arbete att sitta sig in i
teknikens méjligheter och anpassa dessa till den egna undervisningen samt att
ddrefter planera lektioner vilka tekniken blir ett naturligt inslag i. Detta ligger i
linje med det Lingefjird (2011) argumenterar for, att liraren maste kunna
hantera dynamiken i uppgifter, undervisningsmetoder, 16sningstekniker och
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teorier om ldrande och koppla det till ett utnyttjande av tekniken si att det
gagnar elevens utveckling. En lidrare méste uppnd en viss niva i sitt kunnande
och hanterande av tekniken f6r att kunna applicera den i sin undervisning s
att tekniken verkligen dstadkommer utveckling betriffande undervisningens
kvalitet och i elevens lirande (Clements & Sarama, 2011). Miller och Glover
(2010) uttrycker detta med att liraren maste bli “fechnology-proficient’, det vill
siga skicklig i anvindning av teknik for att verkligen utnyttja dess fulla
potential.

Liraren arbetade pa ett sidant sitt att efter varje lektion eller nir dagen var
slut gick hon igenom lektionsmaterialet och férde anteckningar om sadant
som fungerat bra och sidant som behdver utvecklas. Vid ndstkommande
tillfalle da det aktuella momentet skall behandlas kan liraren vid planeringen
av arbetsomradet titta igenom detta lektionsmaterial med gjorda noteringar.
Pa detta sitt underlittar tekniken utveckling av undervisningen. I samband
med detta uppfoljande arbete lade dven ldraren ut den sparade lektionen pa
skolans interna nit si att elever kunde né informationen och titta pi det som
lektionen handlat om i repetitionssyfte eller om eleven varit frinvarande.

En aspekt som diskuterades vid intervjun var behovet av fysiskt (konkret)
materiel och ldraren var mycket tydlig med att tekniken inte kan ersitta allt.
Liraren siger “tekniken anvinds nir jag vill visa for alla men ibland behéver en
elev arbeta extra eller helt enkelt erbjudas majligheten att ta pa saker och vinda och
vrida pd dem’. Dirfor anvinder liraren konkret fysiskt materiel i kombination
med tekniken. Detta kan jimforas med det Serow och Callingham (2011)
fann, att lirare som bérjar undervisa med st6d av teknik inledningsvis tenderar
att enbart forlita sig pa tekniken och minska anvindandet av fysiskt materiel.
Girouard m.fl. (2007) argumenterar dock for att just kombinationen fysiskt
konkret materiel och anvindande av teknik ger férdelar, detta dels genom den
taktila mojligheten och dels genom teknikens méjligheter att visualisera och
manipulera geometriska objekt. Aven Baki m.fl. (2011) visade som nimnts att
fysisk materiel fyller en funktion i undervisningen just i avseendet att vissa
elever har ett behov av att kinna, vinda och vrida pi féremal.

Nir det giller kommunikationen i klassrummet menar liraren att den
utvecklas nir tekniken anvinds, hon upplever det som att intresset for att vara
delaktig i undervisningen och vara med att diskutera okar i och med
anvindande av teknik. Studien foljer Shannons (1948) definition, vilken siger
att kommunikation omfattas av verbal sivil som icke-verbal kommunikation
men dven formedling av bilder, tecken och ljud. Nir ldraren uttrycker att
kommunikationen utvecklas si dr det siledes inte enbart den verbala
kommunikationen som avses.

Jag vill mena att delar av kommunikationen i klassrummet sker med
teknikens hjilp och dr delvis av annan art. Detta si till vida att anvindande av
teknik erbjuder liraren mojligheter att uttrycka och kommunicera
matematiken bide verbalt och med bilder. Denna kombination ger liraren fler
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sitt att forstirka och stédja kommunikationen, och eleven erbjuds fler
mojligheter att uppfatta innehillet.

En viktig teknik som lararen lyfter fram 4r dokumentkameran som hon
menar dr ett bra hjilpmedel for att underbygga kommunikation och lata elever
komma till tals genom att presentera sina arbeten. I detta avseende stimmer
inte resultatet med vad Smith m.fl. (2006) fann. De menar att detta med
elevers vilja att arbeta med presentationer och diskutera dem, avtog efter det
forsta dret efter introduktionen av teknik. Jag vill mena att i detta avseende har
lirarens pedagogik, hennes syn pa tekniken och pi hur den skall anvindas en
stor betydelse. Liraren kanske enbart anvinder tekniken for att det dr nagot
nytt (nyhetens behag), alternativt ser liraren tekniken som ett viktigt
hjilpmedel som kan underbygga kommunikation och hjilpa till att lyfta fram
matematiken. I denna studie pekar resultatet frin bade ldrar- och
elevintervjuer mot det senare, att de ser pd tekniken som ett viktigt verktyg f6r
att matematiska situationer och goda lirandemiljéer skall skapas.

De risker liraren ser med tekniken dr att nir en lirare inledningsvis bérjar
utnyttja tekniken kanske han/hon inte riktigt vet Aur den skall anvindas i
undervisningen eller rent av hur tekniken fungerar. Inledningsvis dr risken stor
att tekniken anvinds just dirfér att den ska anvindas, tekniken styr mycket av
anvindningen. Men efter hand nir liraren blir mer bekant med tekniken, sker
ofta en 6verging till att liraren mer frigar sig hur tekniken kan utnyttjas i
undervisningen.

En andra aspekt av anvindande av teknik i undervisningen ér att tempot
blir hogre, vilket kan innebira att det gar lite for fort for vissa elever. Liraren
uttrycker det som att det giller att vara medveten om detta och vara observant
pa om eleverna dr med.

En tredje aspekt dr att undervisning som sker med teknik i sig underldttar
for liraren att arbeta med visuella representationer och risken finns att liraren
visar t.ex. delar som inledningsvis dr dolda f6r snabbt si att eleven inte fir
mojlighet att tinka efter.

Dessa tre aspekter kan jimforas med det Lowe (2004) fann, att om de
illustrationer ldraren anvinder dr alltfor realistiska och dynamiska kan detta i
sig mer distrahera dn hjilpa eleven, di denne kanske inte vet vad som skall
fokuseras. Eller det Zevenbergen och Lerman (2008) rapporterar om, att
liraren kan f6rféras av alla de mojligheter som tekniken erbjuder och dirmed
fa minskat intresse av att fringd sin pedagogiska planering utifrin elevernas
behov.

De tre aspekterna faller tillbaka pi lirarens pedagogiska skicklighet att ta
till sig tekniken och utnyttja den eftektivt.
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DISKUSSION

I detta kapitel diskuteras studien ur ett helhetsperspektiv. Inledningsvis
behandlas studiens genomférande. Direfter diskuteras dess resultat, bide i sig
sjalvt och i forhallande till tidigare forskning Detta f6ljs av en diskussion om
kvalitet i studien. Kapitlet avslutas med en diskussion om studiens bidrag till
forskningsfiltet och méjligheterna for fortsatt forskning.

Studiens genomforande

Studiens 6vergripande syfte var, att analysera och beskriva de situationer som
uppstér i de komplexa relationerna mellan ldraren, elever och tekniken inom
geometriundervisningen.

Som metodologisk ansats valdes etnografi. Enligt Walford (2008) ir de
metoder f6r datainsamling som férknippas med etnografi mycket limpade nir
malet dr att studera de komplexa processer som finns inom undervisning och
lirande. Skolan kan ses som en kultur, och som en sidan dr den komplex och
mangfasetterad. For att forskaren skall kunna skapa sig forstielse for det som
hinder krivs en 6ppenhet att titta pd fenomen ur méinga olika synvinklar. Ur
den aspekten dr etnografi limplig di den anvinder flera metoder for att samla
in data och soker det som dr rutin i de studerades vardag i syfte att skapa en
bild av den aktuella miljén som den upplevs av de studerade (Walford, 2008).

I studien intog jag som forskare rollen som fullstindig observator (Walsh,
2004). Bryman (2011) diskuterar huruvida forskaren bor inta rollen som
fullstindig deltagare, det vill siga forskaren blir en fullvirdig medlem i den
sociala milj6 som underséks, nigot som av tradition varit fallet och nigot som
manga forskare menar dr ett krav f6r att en studie skall kunna kallas f6r
etnografisk. Jag vill mena att vid forskning inom utbildning dr det forknippat
med stora svarigheter inte minst ur praktisk synvinkel att forskaren intar rollen
som fullstindig deltagare. Bryman (2011) argumenterar samtidigt for att det
vore begrinsande att totalt avfirda undersokningar som inte uppfyller kravet
pa forskaren som fullstindig deltagare som etnografiska studier, speciellt inte
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da vissa situationer sannolikt inte paverkas av huruvida forskaren endast
arbetar som fullstindig observator.

Det centrala dr 4ndd de mojligheter som forskaren har att samla in
nédvindig data, samt den eventuella paverkan hans ndrvaro kan ha nir detta
gors. I samband med detta menar Denscombe (2007) att forskaren bor beakta
foljande tre aspekter: a) Att undersokningen haft ett holistiskt betraktelsesitt
och kopplat samman viktiga medverkande faktorer: b) Att undersokningen
medgivit tillrickligt med tid pa filtet och samlat in tillrdckligt med empiriska
data: ¢) Att undersokningen lyckats undvika att stora den naturliga miljon.

En viktig faktor vid forskning inom svensk utbildning 4r att forskaren
skapar sig en forstielse av skolsystemets uppbyggnad och struktur. Att ha
kinnedom om att det dr ménga fler faktorer som styr och péaverkar det som
hinder i undervisningen 4n det som dr direkt synligt, kan ha stor inverkan pi
studiens resultat, faktorer som finns bide innanfor och utanfor klassrummet.
Jag vill mena att mina tidigare erfarenheter som undervisande lirare har hjilpt
mig att bide se och forstd den komplexa miljé som matematikundervisning i
dagens skola innebdr. Som forskare dr det viktigt att vara medveten om den
eventuella forforstielse som forskaren har (nigot som behandlades i
metodavsnittet), men samtidigt dra nytta av den s att den verkar stodjande
och mojliggor for forskaren att nd ett stérre djup vid savil insamling som vid
analys av data.

Nir det giller tidsaspekten i denna studie var intresset riktat mot
undervisning inom tredimensionell geometri, ett omride som vanligtvis
behandlas under en kortare period inom svensk matematikundervisning. D4
data samlades in under den period som undervisningen behandlade ovan
nimnda omride kan det hivdas att unders6kningen medgivit tillrickligt med
tid pa filtet.

Betriffande mingden data handlar en studie med etnografisk inriktning
om att samla in data pa flera och skiftande sitt (Walsh, 2004). I denna studie
har detta skett genom videounderstddd observation av samtliga lektioner
under perioden, samt med hjilp av intervjuer med bade liraren och med
elever. Aven arbetsmaterial frin lektionerna samlades in. Jag vill mena att
under de ovan beskrivna omstindigheterna har tillricklig méingd data samlats
in. En mojlighet som sdkerligen skulle ha berikat studien och erbjudit savil
mer tid pa filtet som en stérre mingd data dr att fler larare knutits till studien.
Men studien maste samtidigt vara mojlig att genomfora bade praktiskt och
tidsmassigt.

Den eventuella paverkan pi verksamheten som min nirvaro som observator
kan ha haft, ir det egentligen svirt att uttala sig om. Bryman (2011) menar att
minniskor som observeras vinjer sig vid observatérernas nirvaro och borjar
bete sig alltmer naturligt ju lingre tid dessa finns nédrvarande. Detta 4r dven
nagot som jag sjilv ofta erfarit vid tidigare observationer av undervisning.
Mina erfarenheter dr att det hos elever som studeras, vicks inledningsvis bade
en undran och en nyfikenhet om vad det innebir att observatéren ir
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ndrvarande, men att eleverna direfter ganska snabbt tenderar att glomma bort
eller betraktar observatéren som en del av verksamheten. Just denna inledande
nyfikenhet f6rsokte jag minimera genom att jag som tidigare nimnts var med
under ett par lektioner innan de egentliga observationerna startade, detta for
att eleverna skulle fi tid att vinja sig vid min ndrvaro. Bryman (2011) nimner
att personer som finns i en milj6 faktiskt kan uttrycka f6rvining, da
observatéren tillkinnager att denne skall limna miljon efter avslutat arbete.
Detta var dven niagot som jag mirkte nir jag i denna studie meddelade att
datainsamlingen skulle avslutas och tackade f6r att ha erbjudits méjlighet att ta
del av undervisningen. Siledes vill jag mena att eventuella reaktiva effekter i
denna studie var ganska smi och att den undervisning som observerades si
lingt det var mojligt var den som skulle ha skett dven om jag inte hade varit
nirvarande.

De ovan diskuterade frigorna kan kopplas till studiens validitet och
reliabilitet. I en etnografisk studie handlar validitet som ndmnts om
slutsatserna avspeglar den empiriska verkligheten. Denscombe (2007) menar
att det handlar om att det skall finnas en noggrannhet och en precision i data
och for att sikerstilla det kan forskaren anvinda sig av de tidigare nimnda
metoderna respondentvalidering och triangulering. Hammersley (1992) menar
att en viktig aspekt vid etnografiska studier handlar om att resultatet skall vara
framskrivet pd ett sidant sitt att ldsaren skall kunna tolka dess trovirdighet
utifrin kunskapen om hur undersékningen genomférdes.

I dessa avseenden kan studiens genomférande diskuteras. Studiens fokus
var pd hur liraren utnyttjar tekniken i geometriundervisning. Sett utifrin
forskningsfrigan hade en tinkbar alternativ metod i stillet kunnat vara att jag
intervjuat ett flertal lirare om deras syn pé tekniken och hur de anvinder den i
sin undervisning vilket kunde ha skett med stéd av det Bryman (2011) kallar
f6r ostrukturerade eller semistrukturerade intervjuer vilka skulle ha genererat
kvalitativa data.

Men jag vill mena att dessa metoder skulle ha genererat en typ av data, som
skulle ha haft sin utgingspunkt i lirares syn pa hur de anvinder och ser pi
tekniken och dess roll i undervisningen. Uttryckt annorlunda skulle det bli
ldrarna som utfor tolkningen om hur tekniken hjilper dem i undervisningen,
alltsa ett delvis annat fokus. Den informationen skulle i sig vara virdefull, men
den skulle vara en slags andrahandsinformation, detta da dven miljén och den
sociala kontexten dir tekniken anvinds dr viktig och intressant. Siledes ser jag
observation kombinerat med intervjuer som ett limpligare val och att den
metoden ger mig som forskare data som dr forstahandsinformation fér vidare
tolkning.

Som tidigare nidmnts hade fler lirare och fler klasser kunnat knytas till
studien. Men jag menar att detta inte var mojligt inom ramen fér denna studie
sett ur tidsmdssiga aspekter. Forskning inom utbildning dr ofta forknippat
med svarigheter, si till vida att det kan vara problematiskt att fi tag pa
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informanter. Vil nir forskaren lyckats med det, maste former bestimmas f6r
ndr och hur sjilva datainsamlingen skall genomforas.

Lirare i dagens skola har ofta mycket att géra och det ér inte alltid s
enkelt att genomfora datainsamling helt efter forskarens onskemil. Det
handlar ofta om en kompromiss, och vi fir inte gldomma att det oftast ar
forskaren som har 6nskemal om att fa kunna ta del av undervisning, sivida det
inte handlar om ett planerat forskningssamarbete mellan lirare och forskare.
For att skapa bra forhallanden och underlitta datainsamlingsarbetet dr det
viktigt att forskningsprojektet férankras hos rektor f6r den aktuella enheten.
Rektorer ir ofta positivt instillda till forskning och att férankra projektet hos
denne kan vara en viktig nyckel till ett framgangsrikt arbete med
datainsamlingen. Med det ovan nimnda vill jag siga att forskning nistan alltid
styrs av ekonomiska, praktiska och tidsmassiga aspekter, vilka mer eller mindre
paverkar tilltinkta savil som pigiende forskningsprojekt.

Studiens resultat

En viktig del i en studie 4r att ldsaren forstir resultatet och hur det
framkommit (Aspers, 2011). Forskning med etnografisk inriktning foljer
ingen bana som stakas ut i inledningen av projektet. Pole och Morrison (2003)
menar snarare att metoden fordrar en stor flexibilitet av forskaren nir data
samlas in och beslut skall fattas hur dessa data skall behandlas och analyseras
for att projektet skall fortskrida fram till ett resultat.

I denna studie anvindes reifikationsteorin (Sfard, 1991) och teorin om
representationer (Duval, 1999) som st6d i analysarbetet. Men valet av dessa
teorier var resultatet av ett arbete dir jag inledningsvis forsokte anvinda andra
teorier, t.ex. variationsteorin (Marton, Runesson & Tsui, 2004) eller
Mortimer och Scotts (2003) analytiska ramverk vilket fokuserar de sitt pd
vilka ldraren arbetar tillsammans med eleverna for att utveckla idéer genom
kommunikation i klassrummet. Men dessa teorier gav inte std for att besvara
forskningsfrigan.  Reifikationsteorin ~ (Sfard, 1991) och teorin om
representationer (Duval, 1999) gav mig ett fungerande analysverktyg, som
indikerade nir eleverna deltog i en undervisning som mojliggjorde utveckling
av deras forstaelse for begreppet volym, och som gav mojligheter att besvara
forskningsfrigorna och uppni ett resultat.

Studiens resultat visar ett antal sitt pa vilka ldraren utnyttjar tekniken i sin
undervisning inom tredimensionell geometri. Enligt Battista (2007) bor
geometriundervisning ske genom att ldraren arbetar med visuell
representation, att geometriska figurer, deras delar och begrepp behandlas
noggrant, samt att transformationer mellan symboliska l6sningar och
geometriska figurer ges ett visst utrymme. Resultatet i denna studie visar att
anvindande av teknik i geometriundervisningen ger ldraren utmirkta
mojligheter att arbeta med dessa tre delar. Vidare visar resultatet att
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anvindande av teknik erbjuder liraren verktyg att arbeta med geometriska
begrepps kritiska attribut (Battista, 2007).

Att eleverna ges tillfille att kommunicera matematik har genom forskning
visats vara en viktig komponent for att skapa mojligheter till forstielse (t.ex.
Brodie, 2011). Forskning har dven visat att interaktiviteten i klassrummet 6kar
nir undervisningen sker med stod av teknik (t.ex. Smith m.fl., 2005).
Resultatet i denna studie visar att anvindande av teknik stoder ldraren i hennes
ambition att kommunicera det matematiska innehallet si till vida att den ger
liraren mojligheter att uttrycka och kommunicera matematiken bade verbalt
och med bilder.

Uttalanden om en kommunikations beskaffenhet eller dess effekt pa
eventuellt lirande dr svirt. Jag vill mena att dven om det till synes verkar vara
en god aktivitet i klassrummet, dr det inte sikert att den per automatik leder
till ett lirande. Kommunikationen kan vara av det slaget Smith m.fl. (2005)
kallar for forutsigbar och ytlig, med vilket de avser att elevernas svar bestir av
korta repliker och endast sker pi en ytlig nivi. Det jag vill siga dr att
forsiktighet bor rada vid uttalanden om kommunikationens kvalitet, och for
att utréna den fordras metoder som mer fokuserar detta, nigot som dock
ligger utanfér denna studies ram.

Serow och Callingham (2011) menade att forskning visar att bide larare
och elever dr entusiastiska till anvindande av teknik och stillde frigan om
denna entusiasm kan transformeras till effektiva lirande strategier och
meningsfulla matematiska upplevelser. Att elever och lirare dr positiva till
anvindning av teknik visar dven resultatet i denna studie. Med stéd av
resultatet vill jag dven gora gillande att lirare vilka tagit till sig och satt sig in i
teknikens mojligheter kan erhalla fler moéjligheter och fler strategier i sin
undervisning.

Anvindande av teknik i undervisningen kan vara ett viktigt verktyg for att
elever ska ldra sig matematik. Ldrare som behirskar tekniken vil kan
maximera dess potential f6r att utveckla elevernas forstaelse, stimulera deras
intresse, och oka deras kunskaper i matematik. Nar tekniken anvinds
strategiskt, kan det ge tillgéng till matematik for alla elever.

Jonsson och Lingefjird (2012) menar att inférande av teknik forindrar
forutsittningarna for undervisningen och den uppgift som liraren har, att leda
och organisera arbetet i klassrummet blir mer komplex.

Detta staller stora krav pa liraren, inte minst ndr denne skall sitta sig in i
teknikens alla méjligheter och foga in det i sin pedagogiska planering. Jag vill
mena att denna aspekt av tekniken inte skall underskattas, inte minst for de
skolor som star i stind att képa in och utrusta undervisningslokaler med den
sorts teknik som beskrivs i denna studie. Det jag syftar pid idr att vid
implementeringen maste lirare erhilla nigon form av utbildning och inte
minst tid och méjligheter att sjilva testa hur tekniken fungerar och hur den
kan anvindas och appliceras i undervisningen.
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Sammantaget vill jag mena att bra undervisning dndd bygger pa god
undervisning, med eller utan teknik. Tekniken kan utveckla undervisningen
endast om ldrare och elever engageras och tar till sig den samt forstir dess
potential s att tekniken inte ses som ett mal i sig utan som ett pedagogiskt
hjalpmedel bland andra for att uppni undervisnings- och lirandemilen.

Kvalitetskriterier

I detta avsnitt diskuteras kvaliteten pa denna studie. Kvalitet kan fokuseras ur
tvi aspekter, dels kvaliteten pd forskningen som foreligger, dels kvaliteten pa
rapporten (Niss, 2010). Bada aspekterna behandlas hir, vigledd av den
struktur som Lester och Lambdin (1998) foreslir, med stod av referenser frin
Larsson (2005). Lester och Lambdins (1998) struktur baseras pé sju kriterier,
féor god matematikdidaktisk forskning, worthwhileness, coherence,
competence, openness, ethics, credibility samt other qualities of good research
reports. I denna studie anvinds orden forskningens virde, intern logik,
kompetens, transparens, etik, trovirdighet samt god forskning

Med forskningens virde (worthwhileness), menas hir om forskningen har
en potential att bidra med ny och/eller utéka befintlig kunskap inom det
matematikdidaktiska filtet. Betriffande forskning om anvindande av teknik i
matematikundervisningen finns det otaliga studier gjorda. De flesta av dessa
har fokuserat hur implementering av teknik fungerat, vad lirare och elever
anser om teknik i undervisningen samt om teknikanvindning lett till ékad
maluppfyllelse. Vidare har flertalet av dessa studier fokuserat elevers
anvindande av teknik dir de arbetat med dataprogram enskilt eller i mindre
grupper. Vidare dr en stor del av tidigare forskning gjord i Storbritannien
medan det inte har gjorts s& minga studier inom svensk utbildning. Nir det
handlar om hur anvindning av teknik fungerar som pedagogiskt redskap vid
helklassundervisning i svensk utbildning har siledes inte forskning bedrivits i
nigon stérre omfattning och det dr mot detta omride som studien riktat
intresset.

Med det andra kriteriet, intern logik (coherence), avses om det finns en
harmoni mellan forskningsfrigan, antaganden om forskning och det studerade
fenomenets natur, datainsamlingen och analystekniken (Larsson, 2005).
Tanken med intern logik dr att ett vetenskapligt arbete skall vara en vil
sammansatt konstruktion, en helhet som alla enskilda delar kan relateras till.
Lester och Lambdin (1998) menar att frigan giller om en studies design
genererar limpliga bevis vilka besvarar forskningsfrigan.

I denna studie har malet varit att skapa forstielse f6r de processer som
uppstér i geometriundervisningen nir liraren utnyttjar tekniken. Hammersley
och Atkinson (2007) argumenterar for att vid etnografiska studier maste hela
forskningsprocessen underordna sig den empiriska vérldens natur. 1 studien
som handlar om undervisning har utgingspunkten varit det essentiella i
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undervisningen som sker med stdd av teknik. Sdledes har stor vikt lagts vid att
studera vad som faktiskt hdnder i undervisningen och att finna limpliga
metoder som belyser detta och som fungerar si att forskningsfrigan kan
besvaras.

Det tredje kriteriet, kompetens (competence), avser huruvida forskaren ér
kvalificerad f6r den forskning som presenteras. Denna studie ingir som en del
i en utbildning. Utbildningens kvalitet borde borga for att forskaren erhaller
den kompetens som krivs for studiens genomférande.

Med Lester och Lambdins (1998) fjirde kriterium, fransparens (openness),
avses hur vil forskaren lyckas beskriva hur studien genomférts och hur
slutsatserna framkommit. Detta for att andra forskare inom filtet skall kunna
undersoka och forsta studiens genomférande. I denna studie har jag forsokt att
sd tydligt som méjligt skriva fram och beskriva hur studien genomférts. Jag har
dven varit 6ppen med den forférstielse som jag hade innan jag gick in som
observator.

Nista kriterium (ethics) behandlar studiens e#iska aspekter. Betriffande de
etiska principerna (Vetenskapsridet, 2011) sa har medvetenhet om dessa visats
och det har tidigare beskrivits hur dessa har beaktats i studien.

Lester och Lambdins (1998) sista tvi kriterier, frovirdighet (credibility) och
god forskning (other qualities of good research reports), har nira kopplingar till
varandra. Trovirdighet handlar om hur vil rapporten visar hur slutsatserna
vuxit fram och hur de kan rittfirdigas pi ett f6r ldsaren acceptabelt sitt.
Tolkningar bor inte vara frukten av kompromisser (Larsson, 2005). Med god
forskning menar Lester och Lambdin (1998) bland annat att en rapport som
ir redig, klar och bra organiserad har storre moéjligheter att ses som vérdefull
och anvindbar 4n en som inte uppfyller detta. Vidare nimner Lester och
Lambdin (1998) begreppet originalitet som ett kriterium for god forskning,
med vilket de menar att studien inte nédvindigtvis beh6ver vara av sidant slag
att den aldrig gjorts forut. Originalitet kan dven handla om att se pa tidigare
frigor pa ett nytt sitt, anvinda nya sitt att analysera data eller erbjuda nya
tolkningar av gammal data, att forskningen tillfér nagot till filtet. I denna
studie har data analyserats med st6d av tva vil kinda teorier om elevers lirande
och utveckling i matematik. Dessa tvd teorier har verkat vigledande i stora
delar av processen, vilket dven innefattar beskrivningen av det framvixande
resultatet. Detta torde dven sdkerstilla och skapa forstielse for processen och
om hur slutsatserna vuxit fram. Betriffande originalitet si kan det hivdas att
just sdttet att anvinda de tvd teorierna kan ses som att anvinda dem pi ett nytt
sdtt vid analysen av data.

Studiens bidrag och fortsatt forskning

Geometri har en stor betydelse inom matematik men forskning har visat att
ldrare kan ha svarigheter med att skapa en undervisning som bereder alla elever
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mojlighet att delta och inhdmta kunskaper inom omradet (Battista, 2007). 1
denna studie har undervisning och elevers lirande inom geometri diskuterats.
Mycket forskning inom omridet har gjorts men Battista (2007) argumenterar
for att mer forskning inom omridet behdvs for att mer pa djupet utforska
orsaker till elevers eventuella svarigheter, men dven f6r att underséka hur
alternativa metoder kan utveckla undervisningen inom geometri.

Anvindande av teknik i undervisningen kan ses som en metod mot denna
utveckling, men forskning har visat att vi dnnu dr langt ifrén att till fullo f6rstd
och begreppsliggora teknikens potential, nir det kommer till att utveckla
undervisningen (Oldknow, 2010; Passey, 2012).

Med den snabba teknikutvecklingen som vi ser i dagens samhille kommer
det dven att stillas krav pd att skolans undervisning tar del av denna
utveckling. Vi ser redan idag hur olika sorters teknik kan bli en naturlig
utveckling av den interaktiva skrivtavlan. Saledes kommer det dven att finnas
ett vixande behov av forskning som stéder denna utveckling si att teknikens
potential kan komma till sin ritt.

Denna studie har belyst mojligheter pa vilka tekniken kan bidra till
utveckling av undervisningen i geometri. Men introduktion av teknik som ett
verktyg for lirande innebidr dven en utmaning f6r lirarens pedagogik, for
annan undervisningsmateriel och den roll som bide lirare och elever har i
klassrummet. Saledes dr det viktigt att lirares och elevers nya roller utforskas
under verkliga klassrumsférhillanden genom den dagliga interaktionen mellan
larare, elever och tekniken.

I studien har jag berort vikten av att liraren kommunicerar matematik och
ddrigenom skapar matematiska situationer vilka kan méjliggoéra lirande.
Resultatet visar dven att anvindande av teknik bidrar till en delvis forindrad
kommunikation, en kommunikation som sker bide verbalt och med stod av
visuella representationer, men som tidigare nimnts var inte intresset direkt
riktat mot hur kommunikationen paverkas da detta 1lig utanfor studiens ram.

Diremot skulle det vara intressant att i en uppféljande studie fokusera pa
hur kommunikationen 1 klassrummet péverkas av teknikunderstédd
undervisning och hur detta kan mojliggéra lirande. En tinkbar
forskningsfriga pa en siddan studie skulle kunna wvara: Hur kan
teknikunderstédd undervisning stodja lirare att skapa en undervisning dir
dialog och samarbete har ett stort utrymme?

En andra intressant inriktning kan sparas till den trend vi ser i Sverige
idag, att manga skolor satsar pa digital teknik och erbjuder datorer eller
lasplattor till varje elev. Denna satsning syftar till att nd en 6kad maluppfyllelse
genom att bidra till nya arbetssitt samt tillgodose dagens krav pa utbildning. I
dag dr det fullt méjligt att koppla datorer och lasplattor mot den interaktiva
tavlan, t.ex. si kan en elevs 16sning visas pa den stora skirmen eller att lirarens
presentation kan ses och spelas in av elevens teknik. Detta stiller helt nya krav
pa ldrares sitt att undervisa och en sidan studie skulle kunna fokusera hur
matematisk forstielse utvecklas nir undervisningen sker med stéd av ovan
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nimnda teknik. Det vill siga hur elevers méjligheter att lira piverkas nir
undervisningen baseras pa teknik som moéjliggér dynamisk, visuell interaktion
kring matematiska uppgifter forenat med snabb hantering av data och en

omedelbar feedback.
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Summary in English

In recent years, in Sweden as well as internationally, major investments have
been made through the introduction of digital technology in teaching. In
mathematics, and in other subjects, high hopes have been raised that the use
of technology will improve teaching and large sums have been allocated to the
purchase of technology as well as on the further training of teachers. As new
technology and new media are being introduced, the conditions for teaching
are changing and the teacher's task as leader and organiser of the work in the
classroom is becoming more complex.

The study is targeted its attention at the teaching of mathematics that
takes place with the support of interactive whiteboards (hereinafter called
technology). The aim is to create a greater understanding of how the use of
technology can develop mathematics education by studying how the teacher
utilises technology to create mathematical situations that can facilitate
learning. The area that was selected for the study was three-dimensional
geometry, for two reasons. Firstly, the nature of the geometry field is that it
invites teaching to take place with the support of a variety of tools, and second
that research has shown that teachers often experience problems when
teaching geometry.

The study uses an ethnographic approach whereby the researcher has
observed a teacher's technology-supported teaching in a class in form 9 over a
period of five weeks. The empirical material was collected through video-
assisted observations, interviews with the teacher, focus group interviews with
students and student tests. This material was analysed based on two theories
in which one theory considered the understanding of students, while the other
focused on the ways in which the teacher represents the mathematical content.
When analysing the empirical material, the focus was on the ways in which
teachers utilise technology to highlight and work with mathematical content.

The study results are divided into four parts, the first part deals with the
preconceptions of students before they were subject to the teaching, which was
measured through a prior-understanding test.

The second part of the results addresses the results of the teaching and
shows that teachers make use of the majority of strategies that the technology
offers to represent the mathematical content and highlight key aspects in order
to increase the potential of students for understanding. One strength of the
technology is that it offers several different options for the teacher to work
with the visual representation, such as through the teacher being able to
process, move and clone geometric figures.

The third part of the results addresses the experiences of students in terms
of technology-supported teaching and their learning experience. One part that
shows that the students are positive about the teaching that takes place with
the support of technology as they think it helps them to create an
understanding of mathematics. This is supported by the results of a group
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project that students completed in connection with the focus group interviews
and the posttest administered after the completion of the course, both of
which reveal that students has significantly developed their understanding of
geometric concepts through participation in course.

The fourth part of the results addresses the teacher's view of teaching with
the support of technology, some of which is divided into the role and potential
of the technology, complementary material and communication. The teacher
is generally positive when it comes to the use of technology in mathematics
education, and the benefits of technology that she highlights include the help
and support it provides her based on the needs that arise while teaching and
gives her more tools to highlight the things that some students may have
difficulty visualising. However, she argues that technology should be seen as
one of many means and believes that physically tangible material, for example,
still plays an important role and that these tools are simply complementary. In
terms of communication, the teacher believes that the use of technology in
supporting her ambitions whereby as many of the students as possible are
involved in discussions where “technology allows you to demonstrate on the
whiteboard what is relevant to drive the discussion forward.”

The findings of the study demonstrate that technology is a useful tool
when supporting the teacher in showcasing key aspects and working on
different ways for students to be offered the opportunity to develop their
understanding of geometric concepts. Through the efficient use of the
technology's offering, the teacher can obtain more tools to respond to
questions from students and the situations that arise when teaching.
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Bilagor
Bilaga 1

st Linnéuniversitetet
Institutionen for datavetenskap, fysik och matematik

Missivbrev

Hej
Jag heter xxx... och jag ingir i ett forskningsprojekt i matematikdidaktik vid
Linnéuniversitetet i Vixjo. Projektets syfte dr att utveckla matematikundervisning.

I projektet dmnar jag studera hur undervisning i matematik kan stodjas och utvecklas av
interaktiv teknik.

X - skolan ir en av de skolor som valts ut i projektet och i samband med detta kommer
lirare och elever att observeras och videofilmas vid enstaka lektionstillfillen. Det kan dven
komma att ske intervjuer med elever gruppvis om matematik. All data som samlas in
kommer att behandlas konfidentiellt och alla medverkande kommer att avidentifieras.
Materialet kommer endast att anvindas i denna studie och behandlas av mig och min

handledare.

Jag vill med detta brev begira ert tillstind att just er son/dotter dr delaktig i detta arbete.
Var vinlig och fyll i nedanstiende talong och dterlimna den till skolan si snart som mgjligt.
Ar det nagot ni dnskar diskutera eller har nigra om detta projekt kan ni girna kontakta
mig. Kontaktadresser och telefonnummer finner ni nedan.

Med viinlig hilsning

Forskaren. Mail... Tel...

Samtycke till medverkan i forskningsprojektet (sitt kryss i limplig ruta)
Jag samtycker till att min son/dotter r delaktig i arbetet
Jag samtycker inte att min son/dotter dr delaktig i arbetet

Elevens
namn Klass

Vardnadshavares namnteckning

Namnfortydligande
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Forforstaelsetest: Bilaga 2

Forsok att besvara frigorna sa utforligt du kan,
du fir girna rita bilder som st6d i din férklaring.

1. Vad ir begreppet volym for dig?

2. Beskriv vad som dr bottenyta?

3. Vad menas med hojd i en geometrisk figur?

4. Far en 5 dm lang stav plats i en 1ada vars alla sidor 4r 3 dm? Motivera
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Intervjuguide — ldrarintervju
Tema 1 Hjilpmedels roll inom undervisning i geometri

*  Vad betyder teknik for dig i din undervisning?

*  Hur paverkar tekniken din undervisning?

*  Hur hjilper verktyget dig i din vetskap om elevers forstdelse i
undervisningssituationen?

*  Anvinder du andra hjilpmedel i din undervisning

*  Hur paverkar tekniken ditt arbete som ldrare

Tema 2 Kommunikation i matematik

*  Hur ser du pd kommunikation i matematik?

*  Hur paverkar tekniken kommunikationen?

Tema 3 Teknik inom omridet geometri
*  Kommer teknik mer till sin ritt inom nigot omréide?

Tema 4 Diskussion om innehill i videoklipp
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Intervjuguide — fokusgrupp (elever) Bilaga 4

Tema 1 Undervisning i geometri

*  Vad ir bra med undervisningen?
*  Vad ir mindre bra med undervisningen?
*  Vad skulle ni vilja férindra i undervisningen?

Tema 2 Hjilpmedels roll inom undervisning i geometri

*  Hur ser ni pa att liraren anvinder hjilpmedel i undervisningen?
*  Hur utvecklar det undervisningen?

Tema 3 Kommunikation i matematik

*  Hur ser ni pd kommunikationen i klassrummet?
*  Varfér ir kommunikation i matematik viktig?

Tema 4 Forstaelse for matematik

*  Hur skall undervisningen vara for att ni ska forstd pa ett bra sitt?
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Gruppuppgift Bilaga 5

Du har en platbit som dr 6 cm bred och 24 cm ling. Av den hir platbiten ska du tillverka
ett decilitermatt i form av en cylinder (se bild). Mittet ska ha volymen 1 dl. Undersék om
det dr moijligt.

Redovisa din undersékning och dina slutsatser med berikningar och resonemang.

1 dm3= 1 liter
1 cm?® = 1 milliliter
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