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Abstrakt

Av svenska elever dr det 12 procent som inte uppnir de grundliggande
kunskapskraven inom matematik nér det gar i arskurs 6. Syftet med den systematiska
litteraturstudie dr att underséka om och i sa fall vilka svérigheter som finns inom
omrédet subtraktion hos elever i mellanstadiet och hur ldrare kan ge elever
progression i sin kunskapsutveckling av subtraktion utifrén tidigare forskning. Den
tidigare forskningen bestar av 10 vetenskapliga publikationer. Publikationerna har
analyserats och tolkats med hjilp av en innehéllsanalys som utgar fran tre
kategoriseringsfragor, svarigheter inom subtraktion, hur ldrare kan ge progression. De
teoretiska perspektiv och ramverk som synliggdrs i publikationerna framgér.
Resultatet visar att det finns olika teoretiska perspektiv, det sociokulturella
perspektivet, det kognitiva perspektivet och variationsteorin. I publikationerna hittas
ett ramverk concrete-representataional-abstract (CRA). De svérigheter som lyfts
fram 1 resultatet dr att elever har svart med positionssystemet, utrdkningsstrategier,
olika typer av uppgifter samt relationen mellan addition och subtraktion. Resultatet
visar flera olika sdtt som ldrare kan ge elever progression i sin kunskapsutveckling
inom subtraktion bland annat med hjilp av konkret material, hur larare ldgger upp sin
undervisning samt olika strategier som kan anvéndas. Slutsatsen av studien visar att
det finns flera olika svérigheter inom subtraktion och olika sétt for ldrare att ge elever
progression for att svarigheterna inom subtraktion ska minska.
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1 Inledning

Enligt Trends in International Mathematics and Science Study (TIMSS) som gjordes
2007 visade det sig att svenska fjardeklassare presterar bland annat sdmre i
subtraktion &n jamforelsevis med internationella elever i samma élder. TIMSS gors i
20 olika lénder for att ta reda pd elevers kunskaper inom matematik. En
subtraktionsuppgift som belys i undersokningen visar att 40 % av de internationella
eleverna loser uppgiften korrekt, men endast 18, 5 % av de svenska eleverna 16ser
uppgiften korrekt (Johansson 2011). Svenska eleverna har som mal i kursplanen i
matematik att kunna anvinda sig av olika grundlidggande metoder och strategier for
att 16sa uppgifter (Skolverket, 2019b). Nagot som de svenska eleverna inte visar i
undersokningen fran TIMSS.

TIMSS fran 2011 visar att svenska fjardeklassare presterar simre i matematik &n
EU/OECD-genomsnittet. Aven fjirdeklassare i grannlinderna Finland och Danmark
presterar betydligt béttre dn svenska fjardeklassare. Det lander som toppar TIMSS
undersokning dr Singapore, Sydkorea och Hongkong (Skolverket, 2012). Enligt
skolverkets statistik for lasaret 2018/2019 i arskurs 6 visar att 12 procent av eleverna
inte uppnar de grundldggande kunskapskraven inom matematiken. Det
genomsnittliga betyget i arskurs 6 ar D, det lagsta godkénda betyget ar E (Skolverket,
2019a). Vissa elever som har svarigheter i matematik far det pa grund av larares
undervisning. Det kan vara for avancerad undervisning, svar kommunikation eller
anvandning av for svara strategier som gor att det blir svart for elever (Malmer, 2002).
Enligt skolverket har skolan ansvar for elever med svérigheter i matematik. Alla
elever har olika behov och forutsittningar att ldra och nd mélen (Skolverket, 2019b).

Under vara perioder med verksamhetsforlagd utbildning och arbetserfarenheter har vi
mott flera elever med svarigheter i matematik. Inom matematiken &r det ménga elever
som har svart med omradet subtraktion. Enligt McIntosh (2016) ar elever osdkra vid
olika subtraktionsstrategier och behover en tydlig och strukturerad undervisning
(MclIntosh, 2016). Vi vill darfor undersoka hur lérare pa bésta sétt kan ge elever
mdjlighet till progression. Genom att skapa en forstéelse for de svarigheter som finns
inom subtraktion tror vi det blir enklare att hjilpa elever till det da ldrare vet vad som
ar viktigt att fokusera pa. Litteraturstudien kommer att undersoka vilka svarigheter
som finns i subtraktion samt hur larare kan ge elever mojligheter till progression inom
raknesittet.
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2 Syfte och fragestéllningar
Syftet med den systematiska litteraturstudien ar att undersdka om och i sa fall vilka
svérigheter som elever kan mdta i subtraktion samt hur ldrare kan ge elever
mdjligheter till progression inom réknesittet subtraktion. De fragestillningar som
kommer besvaras 4r:
- Vilka svérigheter finns det enligt forskningen for elever pad mellanstadiet
inom subtraktion?
- Pavilka sitt kan larare ge elever mojlighet till progression i utvecklingen av
kunskaperna inom subtraktion?

3 Begrepp

I foljande kapitel redogors de begrepp som dr viktiga och aterkommande i denna
systematiska litteraturstudie. Hér forklaras begreppen subtraktion, mellanstadiet,
konkret material, standard algoritmer, svarigheter i matematik, progression, strategi
och kunskap.

3.1 Subtraktion

Subtraktion &r ett av de fyra rdknesétten som anvinds nér elever ska rikna ut olika
siffror eller tal. T detta rdknesitt tas ett tal bort fran ett annat tal med antingen
borttagning, minskning eller frandragning (Svenska akademiens ordbok, SAOB,
1997).

3.2 Mellanstadiet
Begreppet mellanstadium definieras enligt SAOB (2015) som ett tredrigt stadium
elever i grundskolan (&rskurs 4—6) gar i.

3.3 Konkret material

Begreppet konkret kan beskrivas eller uppfattas som ett foremal i fast form. Med
hjdlp av sinnena kan det uppfattas patagligt, gripbart och verklighets foreliggande
(SAOB 1937). Begreppet material kan forklaras genom att ett foremal bidra till en
viss verksamhet genom foremaélets anvindning (SAOB 1943). I denna systematiska
litteraturstudie ska konkret material bidra till elevers forstielse for det abstrakta. Det
konkreta materialet kan vara vardagliga foremal som exempel, mattband, vag, pengar
och termometer. Aven pedagogiska material som kan vara tiobassystem och kuber.
Spel ér ocksa ett konkret material som forstarker elevers forstéelse av det abstrakta
(Rodin, 2017).

3.4 Standardalgoritmer

Algoritmer dr inom matematiken ar en systematisk procedur som i olika steg visar
hur elever utfor en berékning eller 16ser ett problem (Nationalencyklopedin, 2020).
Elever kan losa algoritmer pa tva olika sitt, genom att anvinda standardalgoritmer
alternativt  skriftlig utrdkning. Skillnaden mellan standardalgoritmen och
huvudrikning ar att standardalgoritmer alltid skrivs pa samma sétt oberoende av
uppgiftens utseende. Metoden tar darfor sin utgangspunkt i elevernas egna
l6sningsmetoder och bygger pa deras matematiska forstaelse (Eriksson & Rosén,
2015).
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3.5 Svérigheter 1 matematik

Svarigheter i matematik innebdr att elever inte har generella problem i
matematikinldrningen, utan svérigheter i specifika omrdden som exempelvis
grundldggande taluppfattning eller att tdnka i rumsliga relationer och fordndringar.
Elevers kunskaper kan ocksé vara ojaimna vid olika omrade inom matematiken.
Elever som har svérigheter i matematik behover ha langre tid pa sig och ett forenklat
material for att ta till sig information (Lindahl, 2015). Eleven som har svérigheter kan
ha svaga tal- och antalsuppfattning. Aven bristande kunskaper att forstad samt 16sa
matematiska problem dér ett logisk tdnkande krivs. Ett problem som kriver flera
berdkningssteg gor det svarare for eleven att berdkna. Eleven har ocksa svarigheter
att se abstrakta bilder framfor sig, som exempelvis positionssystemet (Lindahl,
2015).

3.6 Progression
Progression forklaras som tillvaxt i den svenska akademiska ordboken (SAOB, 1954).
I denna systematiska litteratur syftar till att ta reda p& hur larare kan ge progression
till elever, vilket menas med hur lérare kan ge elever tillvéxt av sina kunskaper inom
omrédet subtraktion.

3.7 Strategi

Begreppet strategi beskrivs i svenska akademiska ordboken som konsten att taktiskt
forra teoretisk planldggning (SAOB 1991). 1 denna studien kommer strategi och
metod att ha samma mening. Begreppet metod kan beskrivas som ett regelbundet
tillvigagangssitt eller en plan dir eleven arbetar med att 16sa teoretiska uppgifter
(SAOB, 1944). 1 studien kommer olika strategier eller metoder for att 16sa
subtraktionsuppgifter att belysas.

3.8 Kunskap

Kunskap &r att ha nir kinnedom eller forhéallandet att veta nagot, beskriver svenska
akademiens (1938) ordbok begreppet kunskap. Nationalencyklopedin (2020)
beskriver begreppet kunskap, att elever fa forstaelse och fardigheter av erfarenhet
eller studie.

4 Metod

I foljande kapitel redogdrs for den metod som anvénts i denna systematiska
litteraturstudie. Kapitlet inleds med vad som krévs for att utfora studien. Efter detta
redogors datainsamling, sokstrategier och wurvalet av de vetenskapliga
publikationerna. Dérefter redovisas resultatet av sokningarna i en tabell med de
utvalda publikationer med titel, forfattare och kort vad publikationerna innehaller.
Slutligen avslutas kapitlet med analysmetod och etiska 6verviganden.

4.1 Systematisk litteraturstudie

Systematisk litteraturstudie innebér att systematiskt soka, granska och sammanstélla
litteratur i det valda problemomradet. Syftet med studien &r att goéra en
sammanstillning av data fran studier som tidigare gjorts. En viktig del for att kunna
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utfora en systematisk litteraturstudie ar att det finns tillrickligt mycket forskning
inom omradet. Detta for att kunna anvdnda forskningen som underlag till
fragestéllningarna. Studierna som har anvénts &r dven av granskade av andra forskare,
det vill sdga peer-reviewed. Resultatet av den systematiska litteraturstudien inom
utbildningsvetenskap ska kunna anvéndas i ldraryrket och i undervisningen
(Eriksson-Barajas, Forsberg, & Wengstrom, 2013).

4.2 Metod for datainsamling

I detta avsnitt kommer tillvigagangssittet for sokningen av publikationer i databasen
att redogoras.

Datainsamlingen genomfordes i ERIC som dr en pedagogisk och psykologisk
databas. [ ERIC hittades relevanta sokresultat till studiens syfte och fragestéllningar.
En sokning i SwePub gjordes, utan relevanta sdkresultat. Swepub ar en vetenskaplig
databas som dr publicerade vid svenska larosdten.

4.2.1 Sokning i ERIC

Vid forsta soktillfallet i ERIC var med hjilp av Linnéuniversitetets bibliotekarie, ratt
sokord hittades inte och kunde darfor inte ge nagra relevanta publikationer till syftet
och fragestillningarna. Syftet och fragestéllningarna behovdes darfor omformuleras
for att finna réatt sokord till databassdkningen.

Andra soktillfallet utférdes pad egen hand, sokorden var Intermediate grades,
Mathematics education, mathematics instruction, mathematical concepts, mathematic
models, Special Education, subtraction, Mathematics Skills, difficulties, elementary
school mathematics. Inkluderingskriterierna “education level - grade 5 OR grade 6
OR intermediate grades” och publikationer fran aren 2000 — 2019 valdes ut for att ge
mer relevanta traffar. Sokorden och inkluderingskriterier gav 25 sdkresultat. Efter att
ha list igenom alla 25 rubriker valdes fem av publikationerna. Abstrakten i de fem
publikationerna ldstes och tre av publikationerna anségs ha relevant innehall till
studien.

En tredje sOkning gjordes i ERIC dar sokorden
MAINSUBJECT.EXACT("Subtraction") AND noft(classroom communication) och
inkluderingskriterien peer-reviewed. S6kningen gav tvé sokresultat. Efter att ha ldst
igenom béda abstrakten valdes en av publikationerna ut efter dess relevanta innehéll
till syftet och fragestillningarna som undersoks i den systematiska litteraturstudien.

Sista soktillfallet genomfordes med hjdlp av Linnéuniversitetets bibliotekarie.
Sékorden  som  anvdndes var  noft(Subtraction  Situations) = AND
MAINSUBJECT.EXACT("Subtraction") och inkluderingskriterier var Middle
Schools, OR Grade 4, OR Grade 6 och peer-reviewed vilket gav sdkresultat pa sex
traffar. Efter att ha last alla sex publikationernas abstrakt kunde tva av publikationerna
viljas ut, eftersom abstrakten rorde syftet och fragestillningarna i denna systematiska
litteraturstudie. For att fa ett bredare sokning exkluderades Middle Schools, OR
Grade 4, OR Grade 6 for att ge fler resultat. Detta gav ett sokresultat pa 24 soktraffar.
Efter att ha granskat alla rubrikerna valdes tva publikationer ut for att 14sa abstrakten,
och ansags vara relevanta for studie. Dérefter utfordes en sokning med de nya
sokorden noft(difficulty) AND noft(subtraction) i databasen. Inkluderingskriterrna
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som anvindes var peer-reviewed och sokningen gav 52 antalet triaffar. Titlarna
granskades och utifran titlarna valdes en publikation for en djupare ldsning av
abstraktet, publikationen vara relevant och valdes ut. Utifran de 52 triffarna gjordes
en mer specificerad sokning med inkluderingskriterierna “grade 5 OR grade 6 OR
intermediate grades”, sokningen fick fem tréffar. En av publikationerna valdes ut
utifran att ha last alla abstrakt. Totalt valdes 10 publikationer ut fran databasen ERIC
(bilaga 1). Dessa publikationer kommer att anvéndas for att svara pa syfte och
fragestéllningar i denna studie.

4.3 Urval

De soktriffar som inte var relevanta for studiens syfte och fragestédllningar
exkluderades sokningen. Utifran publikationernas titlar och abstrakt gjordes ett
manuellt urval dar 10 publikationer valdes ut eftersom deras abstrakt handlade om
svarigheter och/eller undervisningsstrategier inom omradet subtraktion. De
publikationer som valdes ut i férsta hand var fran 2010 och framét for att ge studien
ett aktuellt forskningsunderlag, men dven litteratur tidigare &n 2010 visade sig vara
relevant. Artiklar som inneholl flera olika rdknesitt och inte specifikt subtraktion
exkluderades. Aven de publikationerna som riktar sig till matematik pa lagstadiet
valdes i storsta man bort, eftersom denna studie riktade sig till mellanstadiet. I den
tredje sokning inkluderade publikationer som innehdller addition eftersom
subtraktion och addition ofta kombineras i undervisningen.

4.4 Lista pa utvalda artiklar
De artiklar som valdes utifran sokningen var de artiklar som ansags vara mest
relevanta till fragestéllningarna. Urvalet gjordes genom att lésa titel och abstraktet.

Publikationer -  Forfattare, ar, titel
- Sammanfattning/syfte
Publikation Lemaire, P. och Callies S. (2009), Children's strategies in
1 complex arithmetic.
Publikationen undersoker strategier som anvéands av vuxna samt
elever fran arskurs 3, 5 och 7 for att 16sa tvasiffriga additions och
subtraktions problem.
Publikation Torbeyns, J. och Verschaffel, L. (2016), Mental computation or
Z standard algorithm? Children’s strategy choices on multi-digit
subtrections
Studien analyserar barns anvindning av huvudrakningsstrategier
och standardalgoritmen vid flersiffriga subtraktioner.
Publikation Peters, G., De Smedt, B., Torbeyns, J., Ghesquiere, P., och
3 Verschaffel L. (2012), Children's use of subtraction by addition

on large single-digit subtractions. Educational Studies in
Mathematics.

I denna studien undersoker barns anvéndning av subtraktion vid
additionsuppgifter. 106 elever i tredje till sjatte klass ska 16sa 32
problem i bade subtraktion (12-9=?) och i additionsformat (9+?
=12).
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4

Publikation

Olteanu C. och Olteanu L. (2012), Improvement of Effective
Communication--The Case of Subtraction

Denna forskningsstudie har som maél att dverfora kunskaperna
fran forskningen till undervisningen. Forfattarna har arbetat med
larare som é&r villiga att utforska hur undervisning i matematik kan
bli mer effektiv.

5

Publikation

Fiori C. och Zuccheri L. (2015), An experimental research on
error patterns in written subtraction.

Publikationen ar en undersdkning av elever i dldern 9-12, dér
forfattarna undersoker vanliga fel vid berdkning av subtraktion
och hur elevers misstag kan anvindas for att forbéttra lararens
undervisning.

6

Publikation

Lopez Fernandez, J. M. och Velazquez Estrella A. (2011) Contexts
for column addition and subtraction.

Publikationen tar upp elevers svarigheter i subtraktion och hur
undervisningen kan underlatta for elever med hjalp av vardagliga
problemldsningar.

7

Publikation

Thompson, C. S. och Van, de. Waller J. (1984). Let's do it:
Modeling subtraction situations.
Publikationen handlar om aktiviteter med subtraktion som kan
anvéndas for att undervisa och léra elever i de lagre klasserna till
arskurs 6. Bland annat tar artikeln upp vilka svérigheter elever har
med verbala situationer med subtraktion

8

Publikation

Page, A. (1994). Helping students understand subtraction
Publikationen handlar om att elever som har litt att lira addition
men har svarigheter med subtraktion. Innehallet i artikeln
beskriver forfattarens egna erfarenheten fran klassrummet. Till
storsta del har elever inte svart att forsta subtraktion utan svart att
forsta relationen mellan subtraktion och den numeriska
representationen.

9

Publikation

Flores, M.M. (2009). Teaching subtraction with regrouping to
students experiencing difficulty in mathematics .

Forfattaren undersoker effekten av den konkret-forestéllande-
abstrakta instruktions sekvensen i grundskolan, samt vilket flyt
eleverna far av metoden nér de 16ser problem i subtraktion.

10

Publikation

Robinson, K. N. och Dube, A. K. (2013). Children’s additive
concepts: Promoting understanding and the role of inhibition.
Studien undersoker barns forstaelse av aritmetiska koncept och
effekten av himmande kunskaper. Barn i arskurserna 3, 4 och 5
ska losa tva olika subtraktion- och additionsproblem som
innehaller tre olika termer.

Tabell 1 - presentation av utvalda artiklar.
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4.5 Analysmetod
Vid analysen delas det undersokta omradet upp i mindre delar sa att den systematiska
litteraturstudiens fragestillningar kan undersdkas individuellt. Darefter sétts delarna
ihop till en helhet. I denna systematiska litteraturstudie kommer de utvalda
publikationerna att analyseras med hjélp av en innehéllsanalys. En innehallsanalys
innebér att publikationerna kommer att ldsas igenom flera ganger och genom att
stryka under eller anteckna viktiga begrepp for att verkligen forstd vad artiklarna
handlar om. Det ldsta innehallet kategoriseras och dérefter delas kategorierna in i
overgripande teman for att svara pa syftet och fragestillningarna. Slutligen diskuteras
och tolkas resultatet (Eriksson-Barajas, Forsberg, & Wengstrom, 2013; Johansson &
Svedner, 2010). Granskningen av publikationerna utgér ifran tre fragor for att behalla
fokus pa studiens syfte och fragestillningar som sammanstills 1 ett
kategoriseringsschema (bilaga 2) (Eriksson-Barajas, Forsberg, & Wengstrém, 2013).
Fragorna ar:

o Vilka teoretiska perspektiv och ramverk finns det i publikationerna?

e Hur kan lérare hjilpa elever till progression?

e Vilka olika svarigheter finns det i omradet subtraktion?

4.6 Etiskt overvigande

Etiska Overvidgande och riktlinje till forskningsfrigor handlar om forskares
forhéallande till uppgifter eller uppdrag (Vetenskapsradet, 2019). Etiska
Overviagningar ar en viktig roll for fortrogenhet till forskningen, darfér kommer
publikationerna granskas utifran det grundliggande individskyddskravet som kan
delas upp i fyra etiska principer. Informationskravet, forskare maste informera
berérda individer angdende det aktuella syfte som forskningen ska berora.
Samtyckeskravet, individer som deltar i forskningens undersokning har sjélv rétt att
bestdmma Over sitt medverkande. Konfidentialitetskravet, individers personuppgifter
skall inte fOrvaras s& att utomstdende kan ta del av den informationen i
undersokningen. Nyttjandekravet, insamlade uppgifter fran individer endast skall
anvindas for forskningsdndamal (Vetenskapsradet, 2019).

Utifran de etiska aspekterna kommer dven publikationerna som &r utvalda vara peer-
reviewed. Publikationerna som &r utvalda ska inte stodja forfattarnas asikter utan
endast presentera forskarnas resultat. Publikationerna som &r med i denna
systematiska litteraturstudie ska framstélla resultat, sedan efter 10 ar ska studien
sékerstéllas och arkiveras (Eriksson-Barajas, Forsberg, & Wengstrém, 2013).

5 Resultat och Analys

I foljande kapitel kommer resultatet och analysen redogoras. Kapitlet inleds med de
teoretiska perspektiven och ramverket i forskningen. Dérefter framgar svarigheter
som forskningen tar upp inom omradet subtraktion. Avslutningsvis presenteras det
hur ldraren kan ge eleverna progression i subtraktion utifran de ldsta publikationerna.
Malet med analysen é&r att kunna specificera vilka svérigheter som finns for elever pa
mellanstadiet i omradet subtraktion, samt hur liraren kan ge eleverna mojlighet till
progression.
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5.1 Teoretiska perspektiv och ramverk i forskningen

I den hédr delen av analysen och resultatet kommer de teoretiska perspektiven och
ramverket att belysas utifran forskningen. Publikationerna kommer att granskas
utifran tre antrdffande teorier, det kognitiva perspektivet, det sociokulturella och
variationsteorin. Ramverket som kommer att belysas i publikationen &r CRA.

5.1.1 Kognitivt perspektiv

Piaget som dr en av grundarna till det kognitiva perspektivet, som bygger pa hur
minniskors tankeprocess dr uppbyggd, hur de utvecklas samt uppfattar och forstar
omvirlden (Hwang & Nilsson, 2011). Den kognitiva utvecklingen sker i olika faser
och i de tidiga skolaren utvecklas elever fran att ha varit egocentriska till att vilja
inrikta sig pa andra ménniskor existens och forhéllande till saker i omvérlden. Nar
elever byter fas i den kognitiva utvecklingen okar deras forstéelse av att hantera fler
aspekter av problem och uppfattningen av tid och rum blir béttre. Elever i 7-8 ars
aldern, alltsa lagstadiet, kommer in i ett stadie dir de kan koppla ihop logiska
principer med konkret material eller handelser. Darfor kan abstrakta problem bli en
svarighet for elever. Detta stadie dr en viktig utveckling for elever eftersom de i
mellanstadiet ska kunna hantera talsystemet och positionssystemet (Hwang &
Nilsson, 2011).

I publikationen An experimental research on error patterns in written subtraction
(2005) av Fiori och Zuccheri, har forfattarna undersokt vilka svérigheter som ar
vanligast hos elever nédr de 16ser subtraktions problem. Forfattare kategoriserar in
eleverna i olika grupper efter deras resultat. Resultaten bedéms utifran elevernas
taluppfattning och hur vidare eleverna kan bearbeta informationen samt hur de kan
anvinda den i att vdlja hallbara strategier. Dessa grupper visar pa elevernas kognitiva
utvecklingsfaser (Fiori & Zuccheri 2005; Hwang & Nilsson, 2011).

Det kognitiva perspektivet blir synligt i Contexts for column addition and subtraction
(2011) av Lopez Fernandez och Velazquez Estrella dér eleverna utvecklade nya
tankestrukturer vid uppstéllning av subtraktion. Eleverna anvénde sig med hjélp av
konkret material i form av ett bageri som séalde kakor for att f4 en forstaelse av
uppstéllning av subtraktion (Lopez Fernandez & Velazquez Estrella, 2011). Piaget
menar att alla manniskor stravar efter att forsta och begripa omvirlden. Elever i denna
studie kan na det genom ackommodation, vilket innebdr att elever dndrar sin
nuvarande kunskap med den nya informationen och erfarenheterna (Hwang &
Nilsson, 2011).

I Children's additive concepts: Promoting understanding and the role of inhibition
(2013) av Robinson och Dubé diskuteras elevernas kognitiva larande. Elevernas sétt
att tinka, fatta beslut och 16sa problem undersoks i publikationen. Forfattarna tar upp,
utifrdn det kognitiva perspektivet, att det finns tva granser for kognitiv utveckling,
forviarva ny kunskap och hdmma ny kunskap. Enligt det kognitiva perspektivet har
elever léttare att ta in ny kunskap men svérare att behalla kunskapen om eleverna inte
lar sig att tillimpa den (Robinson & Dube, 2013; Hwang & Nilsson, 2011).

Publikationen Children's use of subtraction by addition on large single-digit
subtractions (2012) av Peters, De Smedt, Torbeyns, Ghesqui¢re och Verschaffel
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undersokte hur eleverna ska kunna 16sa bland annat subtraktionen (12-9=?) och
additionsproblem (9+? =12) genom att anvénda subtraktion. Eleverna maste forsta
sambandet mellan addition och subtraktion vilket ger en kognitiv struktur, dir ett
monster framkommer genom sittet att tinka, samt ger eleverna formagan att l0sa
problemen (Peters, et. al., 2012; Hwang & Nilsson, 2011).

5.1.2 Sociokulturella perspektivet

Det sociokulturella perspektivet liknar det kognitiva perspektivet om att barn bygger
upp deras kunskap om vérlden utifrdn sina egna erfarenheter. Vygotskij vill dven
framhéva vikten av att barn ingér i ett social och kulturellt sammanhang. Han menar
att det ar viktigt att larare stottar elever i det informella larandet som sker spontant i
det vardagliga livet och det formella ldrandet som sker maélinriktat i ldrares
undervisning. Genom att stotta elever i det informella och formella ldrandet ges de
forutsattningar for att utveckla sina kulturella och sociala kunskaper (Hwang &
Nilsson, 2011; Sprakligt, 2019).

I publikationerna Let's do it: Modeling subtraction situations (1984) av Thompson
och Van de Walle och Teaching subtraction with regrouping to students experiencing
difficulty in mathematics (2009) av Flores finns aktiviteter for olika metoder att
utveckla elevers larande i subtraktion (Thompson, & Van de Walle, 1984; Flores,
2009). Aktiviteternas metoder ar uppbyggda utifran scaffoldning, ett begrepp fran den
sociokulturella teorin, dér ldrare forst ger tydligt stod i undervisningen, i form av
konkreta material och verbal kommunikation. Efter hand avtar stddet fran larare och
till sist anvander elever sig av symboler och siffror utan nagot konkret material eller
verbala beskrivningar (Séljo, 2017).

I Helping Students Understand Subtraction (1994) skriven av Page far eleverna hjalp
med strategier for att rikna subtraktion och fér pa sa sétt mentala redskap som hjilper
dem att fa en ny forstaelse for subtraktion. Nér de dr bekanta med den nya kunskapen
kan de anvidnda sig av redskapen i praktiken, alltsi ndr de berdknar
subtraktionsuppgifter (Page, 1994). I det sociokulturella perspektivet kallas det for
appropriering (Siljo, 2017).

Children's strategies in complex arithmetic (2009) dr en publikation som &r skriven
av Lemaire och Callies. Dar undersoks vilka strategier som anvinds av elever fran
arskurs 3, 5 och 7 for att losa tvasiffriga subtraktions- och additionsproblem.
Deltagarna i undersokningen far bestdmda tal som de ska 16sa samt en forutbestaimd
strategi och en valfri strategi att 16sa talen. Deltagarna anvédnder sina tidigare
erfarenheter och sin kulturella bakgrund for att 16sa uppgifterna (Lemaire & Callies,
2009). Nar elever tar hjélp av tidigare erfarenheter och kulturella redskap nér de ska
forsta sig pd omvirlden kallas inom det sociokulturella perspektivet for mediering.
(Séljd 2017). Aven Torbeyns och Verschaffel (2016) undersdker kunskapen och
formagan hos elever nir de ska 16sa subtraktionsuppgifter. Aven denna publikation
kan kopplas till mediering dir tidigare erfarenheter och kulturella redskap kan
eleverna utveckla en tankeprocess kring 16sningstrategier som ska hjélpa dem att
utfora subtraktions uppgifterna (Torbeyns & Verschaffel, 2016).
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5.1.3 Variationsteorin

Variationsteorin grundar sig inom den fenomenografiska teorin. Den syftar till att
studera den verkliga vérlden genom studier av ménniskors uppfattning av den.
Fenomenografi undersoker skillnader i hur manniskor uppfattar olika fenomen, vad
nagot dr och vad nagot uppfattas vara (Eriksson-Barajas, Forsberg, & Wengstrom,
2013).

I publikationen Improvement of Effective Communication--The Case of Subtraction
(2012) undersoks det hur lararen kan anvinda sig av variationsteorin i sin egna roll
som lérare och for att hjélpa eleverna att forbéttra sin matematiska forstaelse av
subtraktion (Olteanu & Olteanu, 2012).

5.1.4 Ramverk

CRA ér det enda ramverk som hittas och fanns i Flores (2009). Enligt CRA kan
grunderna 1 matematik léras ut till elever i tre steg. Forsta steget innebir anvéindning
av konkret material dér eleverna far arbeta sjédlvstéindigt inom lérarens styrda ramar
med materialet for att kunna forstd matematiska begrepp. I andra steget anvinder
lararen fortfarande det konkreta materialet och vigleder eleverna genom att anvianda
bilder som representationsform for att identifiera siffror. 1 Overgdngen mellan
bilderna och siffror (frén det konkreta till det abstrakta) lar sig eleverna att anvénda
strategier som hjélper dem att berdkna algoritmer och problemldsningar i matematik.
I tredje steget ska eleverna ha kunskaper av det abstrakta for att kunna memorera och
lara sig subtraktion eller ldra sig proceduren automatiskt (Flores, 2009).

5.2 Svarigheter i subtraktion

I den hér delen av resultatet och analysen kommer de svérigheter som finns i
subtraktion att belysas utifrdn den forskning som denna systematiska litteraturstudie
anvander som grund.

5.2.1 Relationen mellan addition och subtraktion

En nyckel till att 14ra ut subtraktion &r att ge elever forstaelse for aritmetiska begrepp
och relationen mellan addition och subtraktion. Dessa tva aspekter belyser Robinson
och Dube (2013) och Florens (2009) i sin forskning. Flores (2009) menar att en
begreppslig forstaelse for siffrors virde i talet dr avgorande for elevers utveckling av
berdkningsformagan. Robinson och Dube (2013) tar upp att elevers kunskaper inom
problemldsning och forstéelse av de komplexa begrepp i matematiken dkar nér de far
battre kunskap for relationen mellan addition och subtraktion. Elevers forstaelse for
inversion Okar dven vid dessa kunskaper. Inversion menas med att elever forstar niar
talen star i omvénd naturlig ordning exempelvis 7-9, elever forstér att det ar lika med
-2. Forskningsstudien undersoker hur elevernas forstaelse av aritmetiska begrepp
effektiviserar deras forstaelse av tre-termsproblem, exempelvis 6+18—18 och 6+18—
16. Eleverna som behérskar inversion 18ser ofta tre-termsproblem enkelt och korrekt.
De som har lag forstaelse for inversion har svarare att behirska tre-termsproblem
(Robinson & Dubes, 2013).

I Peters et al., (2012) artikel undersoks elevernas och vuxnas anvéndning av
utrdkningsstrategier inom ensiffriga subtraktioner. Undersokningen utgar fran tre
strategier, direkt subtraktion (9—6=x), ecleverna l6ser uppgiften med endast



Linneuniversitetet
Kalmar Vixjo

subtraktion. Upprakningsstrategier dér eleverna anvénder sig av addition for att 16sa
subtraktionsuppgifter (6+x=9) och en kombination mellan direkt- och
uppréakningstrategin (9-6=x eller 6+x=9) (Peters, et. al., 2012). Nar Peters, et. al.
(2012) jamfor eleverna med vuxna visar det sig att vuxna anvénder sig av den
kombinerade strategin dir de bade anvénder sig av subtraktion och upprikning.
Eleverna har diremot svarare att kombinera strategierna vilket beror pa
subtraktionstalens storlek och presentationsform. Torbeyns och Verschaffel (2016)
undersdkning visar att elever som bara kan anvinda sig av en strategi har det svarare
att 16sa subtraktionsproblem. De far fler felaktiga svar &n elever som kan kombinera
olika strategier for att losa subtraktionsuppgifter. De menar att svarigheterna
utvecklas nér elever blir introducerade till standardalgoritmerna i for tidig &lder. Detta
beror pa att ldrare enbart anvinder sig av en strategi nir de ldra ut
subtraktionsalgoritmer, vilket gor att elever fastnar i den valda strategin som larare
introducerats darfor lar sig inte elever att kombinera olika strategier (Torbeyns &
Verschaffel, 2016).

5.2.2 Positionssystemet och linemetoden
Ibland kan elever fa uppstillningsuppgifter i subtraktionen. [_’_ 2
Det ér en svarighet for méanga elever for att det blir l4tt fel i -/
utrdkningarna. En stor del av vad som gor uppstillning svart  —
ar bristen pa forstaelsen av relationen mellan en- och tiotal.
Eleverna tror att entals- och tiotalskolumnen é&r helt
oberoende av varandra, bristen pa forstielsen av talsorter .
leder till fel nér talen ska raknas ut (se figur 1). Om de saknar Figur I: Felakiig

. . . . utrdkning. Det gar inte att
forstaelsen for relationen mellan en- och tiotal syns det ,pnanera ett storre tal
tydligt ndr de subtraherar ett stdrre fran ett mindre tal, fidn ett mindre tal (Lopez
exempelvis att eleverna skriver 7-11=-4 istéllet for att skriva Fernandez & Velazquez
11-7=4 (Lopez Fernandez & Velazquez Estrella, 2011). Estrella, 2011).

I publikationen av Fiori och Zuccheri (2005) undersoks vilka svarigheter som elever
i aldern 9—12 har nér de berdknar subtraktionsproblem. I undersokningen framgar det
att elever har svarigheter med att anvinda sig av lanemetoden. Metoden &r en vanlig
strategi inom subtraktion dér talsorterna rdknas for sig med hjidlp av att lana,
exempelvis kan ett tiotal lanas till 10 ental (Fransson & Okcu, 2011). Det fraimsta
problemet med lanemetoden &4r att elever inte fOrstar nollans virde i
positionssystemet, exempelvis med subtraktionen 807—625 da en del elever inte har
forstaelsen for att O star pa tiotalets position. Darfor uppstér en svarighet nir elever
ska l&na fran 0. De saknar forstéelse for att de behdver ersétta 0 med det 1dnade talet
fran vénster sida exempelvis 807—625, 0 lanar fran hundratalet 8 vilket ger 10 tiotal
och da kan 10 subtraheras med 2. Utifrdn undersdkningen i publikationen hittades
fyra omréden av svarigheter inom lanemetoden, dock ar det bara tre forsta omradena
som ber0r denna systematiska litteraturstudie. Omrade ett ar nér elever som har
svérigheter med ldnemetoden i subtraktion. Omrade tvé &r nér elever inte ser att det
behdver lanas. Omrade tre &r svérigheter som innehaller uppgifter dér nollan inte &r
inblandad, det vill séga felaktig tillimpning av aritmetiska tabeller. Detta innebér att
eleverna har svart att se och f6lja talmonstret (Kilhamn & Olteanu, 2014). Nér de inte
forstar talmonstret mellan addition och subtraktion kan de exempelvis rdkna, 7—5=3,
men ritt svar dr 7-5=2, eftersom 2+5 =7. Omrade fyra dr de elever som saknar
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matematisk logik, eleverna kan addera istéllet for att subtrahera eller skriver helt
orimliga svar (Fiori & Zuccheri, 2005).

I Lemaire och Callies (2009) publikation undersoks anvéndningen av olika strategier
i subtraktion- och additionsproblem elever i arskurs 3, 5 och 7 anvéndning. Utifran
syftet i litteraturstudien ligger fokus pa subtraktionsproblem i denna undersdkningen
samt hur vél eleverna i arskurs 5 anvinder sig av de olika strategierna inom
subtraktion. De flesta felen som uppstod i subtraktionsuppgifterna var nir eleverna
behdvde ldna i sin utrdkning. Felen skedde i bade sonderdelningsstrategien nér talen
delas upp talsort for talsort och sedan beriiknas (34 - 16 =30+ 4 - 10 - 6 = 18). Aven
i den delvisa sonderdelningsstategin nér enbart ena talet delas upp i talsorter (34 - 16
=34 -10 - 6 =18). Eleverna i arskurs 5 kunde anvinda sig av bada strategierna lika
bra. De fel som gjordes av dem nér de lanade var storre nir subtraktionsuppgifterna
presenterades horisontellt 4n nér de presenterades vertikalt. Vertikala tal innebér ett
uppstillt tal. Néar problemen presenterades horisontellt anvidnde de sig av den delvisa
sonderdelningsstrategin eftersom den é&r léttare for dem att anvénda vid horisontella
problem (Lemaire & Callies, 2009).

5.2.3 Lis- och problemlésninguppgifter

Enligt Thompson och Van de Walle (1984) ar verbala och skriftliga
subtraktionsproblem en svérighet for lagstadieelever likavdl som elever pa
mellanstadiet. Det ar tva olika typer av subtraktionsproblem, ta bort och jamforelse.
Exempel pé en ta bort subtraktion; Karen har nagra gelékarameller i sin ficka. Hon
ger 4 till hennes bror och har sedan 2 kvar. Hur manga hade hon fran borjan? Exempel
pa en jamforelse subtraktion; David har 7 astronauter. Brendan har 4 astronauter. Hur
manga fler astronauter har David dn Brendan? (Thompson & Van de Walle, 1984).
Elever pa mellanstadiet har svarigheter for bada typerna av subtraktionsproblem men
enligt Thompson och Van de Walle (1984) har eleverna storre svarigheter for
jamforelse subtraktion eftersom de sdllan anvinder sig av detta problem i skolan eller
vardagliga situationer.

5.3 P4 vilka sitt kan larare ge elever mojlighet till progression 1

subtraktion?
I den hir delen av analysen och resultatet kommer de sétt som léraren kan anvédnda
for att ge eleverna mojlighet for progression inom subtraktion att belysas utifran
forskningen.

5.3.1 Konkret material till abstrakt tiinkande

Redan vid tidig alder borjar elever att uppticka subtraktion i form av erfarenheter och
héndelser. Exempel pé detta kan vara hur manga kakor har du kvar pé en tallrik eller
hur ménga figlar som &r kvar i ett bo.

Eleverna anvidnder sig av konkret B Name Start With|  Ate Have Left

material som blir en forlingning av

siffror, pd detta sdtt kan eleverna Jessica 2 3 B

successivt borja uppticka de symboliska [ Jeffrey

karaktirerna for tal i subtraktion (Page,
Alexandra

1994).  Page ) (1994) ) utfor .e"gna Figur 2: Tabell dir elevena fyller i vad de "borjar
klassrumsexperiment for att hjélpa med”, "tar bort” och "har kvar" (Page, 1994)
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elever att forstd subtraktion. Eleverna anvinder sig av konkret material, i detta fallet
snacks 1 form av salta kringlor. Eleverna anvénder sig &ven av en tabell for att
representera subtraktionen. Tabellen redogor for vad varje elev borjar med, dter eller
ta bort och har kvar (se figur 2). Liraren stiller frigor som Ar det mojligt att 4ta nigra
kringlor och fortfarande ha nagra kvar? Eleverna far sedan svara om det dr mojligt
eller inte. Darefter far eleverna bestimma hur manga kringlor de ska éta, for att kunna
fylla i tabellen och rdkna ut hur ménga de har kvar. Eleverna kan paverka hur manga
kringlor de har kvar att dta senare, eleverna féar diskutera sina svar med varandra
(Page, 1994). Denna typ av subtraktionsproblem som eleverna utfér ar ta bort
subtraktion, vilket forklarades i stycket 5.2.2.

For att 6ka elevernas forstéelse for subtraktion anvidnds konkret material samt verbal-
och skriftlig kommunikation. Genom att anvinda sig av spel dir de far arbeta i par,
kan de hjdlpa varandra att forstd uppgifterna i spelet samt att de far anvéinda sitt
matematiska sprdk. Malet med spelet &r att eleverna ska losa olika
subtraktionsuppgifter med ta bort eller jamforelse subtraktioner i tre nivaer for att fa
dem att successivt dka sin forstielse. Forsta nivén i ta bort subtraktionen anvander de
konkret material och verbal kommunikation for att 16sa uppgifterna. Elev 1 rdknar
hdgt hur ménga foremal om eleven har i handen och eleven tar sedan bort ett antal av
sakerna och ger till elev 2. Elev 2 berittar sedan hindelseforloppet, exempelvis, du
rdaknade att du hade 12, du tog bort 3 och nu har du 9 kvar. I andra nivan, sker
héndelseforloppet pad samma sitt, de anvinder aterigen konkret material och verbal
kommunikation. I denna nivan lagger de dven till skriftlig kommunikation, dér de
skriver talen och symbolerna for problemet for att visa hur de 16st uppgifterna. I sista
nivén ska eleverna anvinda sig av det abstrakta tdnkandet och ska med symboler
kunna 16sa uppgiften. De far inte anvidnda sig av konkret material och inte
kommunicera verbalt (Thompson & Van de Walle, 1984).

Elever kan anvénda sig av ett liknande aktivitet for att forstd jamforelse subtraktion,
med hjélp av tre nivder som i spelet for ta bort
subtraktion. I denna aktivitet anvénder de sig
av tva uppsittningar av lika manga kuber som
gar att sitta ihop (se figur 3). I niva ett arbetar
eleverna i par, elev 1 ldgger upp den ena
uppsattningen med kuber pa bordet och innan
elev 1 ldgger den andra uppsittningen pa
bordet tar hen bort nagra kuber. Tillsammans
beskriver eleverna 1 och 2 situationen
muntligt, exempelvis uppséttningarna ar 5
och 3 och skillnaden mellan dem ér 2. Denna  Figur 3: Nivi I nér eleverna ligger upp det
delen ar den forsta nivan dir de anvéinder sig  olika antalet med kuber pd bordet (Thompson
av konkret material Iandra nivan skriver eley & Van de Walle, 1984).

2, siffror for jamforelse subtraktionen som de utforde i niva ett muntligt och med det
konkreta materialet. 1 sista nivin ska de utfora det abstrakt med endast en
siffermening, vilket innebér att subtraktionsproblemet enbart ska star med siffror.
Eleverna har for varje niva oOkat sin fOrstdelse for hur de ska rékna
subtraktionsuppgifter (Thompson & Van de Walle, 1984).
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Enligt Flores (2009) har forskare visat att en effektiv undervisningsmetod i matematik
ar en ordningsfoljd dir ldrare forst anvander konkret material. Sedan anvénder sig av
en representationell niva, alltsa visar talet med siffror och till sist enbart anvénder sig
av det abstrakta. Det dr viktigt att ldraren presenterar denna ordningsfoljd for elever
som har svarigheter med sin matematikinldrning (Flores, 2009). I studien av Flores
(2009) har de deltagande eleverna innan de paborjat undervisningsmetoden, 10st 32—
19 genom att ta 2-9, utan att lana. Nér de borjade arbeta med talet 32—19=27, som &r
ett felaktigt svar, fick de med hjilp av konkret material i form av 10-block inse att det
inte gar att ta bort entalet 9 fran entalet 2 i utrdckningen. De slutade d& gora sitt
misstag som de begick frén borjan. Efter att eleverna forstatt hur de ska léna med
hjélp av de konkreta materialen gick de dver till att rita bilder istéllet for 10-block for
att representera problemet. Sista steget for dem blev att 16sa problemet enbart med
siffror utan att anvinda 10-block eller att rita. Anvdndning av den konkreta-,
representationella-, och abstrakta ordningsfoljden gav eleverna en begreppslig
forstaelse av tillvigagangssittet och kunskapen okade for att kunna berdkna
subtraktionsuppgifter. Eleverna blev genom undervisningsmetoden béttre pa
berdkning av subtraktionsuppgifterna (Flores, 2009). Det dr &ven ndgot som Robinson
och Dubes (2013) tar upp da elever behdver anvénda sig av konkret material for att
fa en djupare forstaelse av begreppen.

Enligt Lopez Fernandez och Velazquez Estrella (2011) har elever svarigheter att
forsta kopplingen mellan entals- och tiotalskolumnen vid uppstéllning av béade
subtraktion och addition. For att hjdlpa eleverna att battre forstd hur de ska 16sa
uppstillningsuppgifter anvinder de sig av ett bageri med kakor. Kakorna é&r
forpackade en och en eller tio och tio, som tioblock. Eleverna anvénder sig av kakorna
som konkret material for att 16sa subtraktionsuppgifterna da de lattare kan se nér de
behover lana. Nar de har skapat en forstaelse med hjilp av kakorna gar de over till ett
semikonkret stadie dir de ritar kakorna for att 16sa subtraktionsuppgifterna. Till sist
overgér eleverna till ett abstrakt stadie dér de enbart anvénder sig av skrivna tal for
att representera antal kakor i uppgifterna (Lopez Fernandez & Velazquez Estrella,
2011).

5.3.2 Kommunikation

Enligt Thompson och Van de Walle (1984) ér elevers sprdkanvéndning en nyckel till
att forsta och léra sig subtraktion. Larare ska se till att elever kan sitta néra varandra i
klassrummet for att kunna diskutera och samarbeta. For att de ska kunna utveckla sitt
sprak behover paren/grupperna befinna sig pa en likvérdig nivd. Om det ar for stor
skillnad pa deras kunskapsniva blir kommunikationen komplicerad och obegriplig.
Léarare maste dven se till att subtraktionsproblemen ar upplagda pa ett strukturerat sétt
och pa en niva som de behérskar. Anvindningen av spraket ar viktigare dn talets
storlek. Sprakanvandningen kommer att ge dem en forstaelse mellan relationerna av
de olika subtraktionsproblemen och symbolernas mening (Thompson & Van de
Walle, 1984).

Kommunikationen ar viktigt for att koppla ihop elevers erfarenheter av subtraktion.
Genom att dela med sig och ldra av varandras erfarenheter kan deras informella
tankande kring subtraktion vidgas, vilket utvecklar deras symboliska tdnkande och
Okar det matematiska spraket. Nér de uppmuntras till att kommunicera med varandra,
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kan ldrare fa dem att diskutera och undersdka matematiska forhallande tillsammans.
Detta ger dem en 6kad mojlighet till en stabil matematisk grund. Genom spréaket far
dem en algoritm som kan kopplas och ge mening till de matematiska symbolerna i
subtraktion. Detta dr dock négot som ldrare traditionellt har misslyckats med (Page,
1994). Léraren ska fi eleverna att gé fran sina erfarenheter av subtraktion, till att
anvéinda spraket och forbereda dem for anvéndning av symbolisk form for att 6ka
deras forstielse av subtraktion. Aven Lopez Fernandez och Velazquez Estrella (2011)
menar att larare ska anvinda sig av vardagliga situationer i undervisningen for att
hjélpa elever att 6ka forstaelsen av subtraktion.

5.3.3 Lirares anvindning av variation i undervisningen

For att ge elever mdjlighet till progression inom omradet subtraktion s& menar
Olteanu och Olteanu (2012) pa att lararen maste forstd elevers svéarigheter i
subtraktion. Léraren maste darfor ha kénnedom om elevernas kunskapsnivéer i
subtraktion for att kunna identifiera dessa svarigheter. Dessa kunskaper far larare
genom att tillimpa forskning till sin undervisning. Forskningen ger ldrarna det stod
och kunskaper som de behover for att finna svérigheterna hos eleverna. Med
kunskapen som lérarna far utifrén forskningen kan de finna eventuella brister i sin
egna undervisning. Olteanu, och Olteanu (2012) anser att larare ska anvinda sig av
variationsteorin, som fokuserar pa att synliggéra de svarigheter som eleverna har i
subtraktion. De tar dven upp tre tillimpningar utifran variationsteorin som tydliggor
vad som ska ldras ut, elevernas forstaelse av lararens undervisning, lararens forstaelse
av undervisningen och variation som ett pedagogiskt verktyg (Olteanu & Olteanu,
2012). Nér lararna har utvecklat dessa kunskaper om att forsta tillimpningarna kan
lararna fa formagorna som gor att de identifiera elevernas svarigheter i larandet.
Léararna kan dérefter gora variationen tillgénglig i undervisningen for att forbattra
elevernas ldarande (Olteanu & Olteanu, 2012).

5.3.4 Strategianvindning

Larare behover uppmuntra elever till att kombinera olika utrdkningsstrategier for att
bli flexibla i sitt tinkande (Peters, et. al. 2012). Peters, et. al. (2012) menar pa att
larare maste styra lektionerna s att subtraktionsproblemen framkommer i olika
representationsformer for att & elever att kombinera strategier, for att effektiv 16sa
subtraktionsuppgifter. De flesta lairomedel i matematik innehéller problem med ta bort
subtraktion vilket fir eleverna att associerar till direkt subtraktion. Det leder till att de
inte utmanas till att kombinera strategier. Larare behover ta ansvar for att elever far
16sa olika sorters symboliska-och textproblem som stimulera elevers tdnkande till
olika strategianviandningar. Genom att larare varierar mellan ta bort och jimforelse
subtraktion far elever tdnka utifrdn tva givna siffror, exempel ett tdg kostar 61
guldmynt och en skateboard kostar 59 guldmynt hur mycket &r skillnaden i pris
mellan de tva leksakerna (Peters, et. al. 2012). Detta problem far inte elever att
associera till direkt subtraktion, problemet ar istillet Gppet och ldmnar plats for fler
av elevers strategival. Genom att variera representationsformer av subtraktionen
kommer elevers forstaelse av olika 10sningsstrategier 0ka. Elevers forstaelse for
subtraktion kan dven Oka nér de repeterar olika strategier och nér olika strategier
presenterade for dem. En annan strategianvidndning som forfattarna tar upp &r
delningsstrategin, som innebdr att elever kan del upp talet och subtraherar succesivt.
Elever som har lirt sig delningsstrategin kommer kunna 16sa 12—4 pa ett enkelt sétt.
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Forst delar eleverna upp 4, till talen 2 och 2, sedan subtraherar 2 med 12 {or att fa 10.
Direfter subtraherar eleverna 2 fran 10. Eleverna behdver komma ihédg talet 2 frén
delningen vilket skulle presenteras i en symbolisk utrdkning sd hiar 12 -2 -2 =8
(Peters, et. al., 2012). Ett exempel pa att ldra ut delningsstrategin ar att elever far
skriva ett heltal exempelvis 6, sen far eleverna komma pa olika
addtionskombinationer som blir heltalet. Exempelvis heltalet 6 kan delas upp i, 0 + 6,
5+ 1,3+ 3 och 4 + 2. Genom att anvdnda sig av denna metoden lar sig elever att
forsta sambanden mellan addition och subtraktion vilket gor det enklare for elever att
kombinera strategierna delningsstrategin och direkt subtraktion (Peters, et. al.
2012). Detta tar &ven Lemaire och Callies (2009) upp att delningsstrategier ar enklare
for elever speciellt nir de ska hantera horisontella subtraktionsproblem. Torbeyns,
och Verschaffel (2016) menar ocksa pa att ldrare maste frimja elevers tédnkande
genom att uppmuntra dem till att anvinda olika strategier for att losa
standardalgoritmerna i subtraktionsproblem. Lérare kan darfor inte introducera
standardalgoritmerna for tidigt eftersom elevers tdnkande inte ar tillrackligt utvecklad
for att kunna bearbeta och forsta informationen. Larare behover guida elever till att
16sa subtraktions problemen effektivt, kreativt och flexibelt for att ge dem forstéelse
av att kombinera olika strategier.

5.4 Sammanfattning av resultat och analys

De utvalda publikationerna i denna systematiska litteraturstudie har olika teoretiska
perspektiv som de utgar ifran. Det fanns endast ett synligt ramverk som en av
artiklarna utgick ifrdn. De svarigheter i subtraktion som togs upp i publikationerna
var positionssystemet och att l1dna vid uppstéllning av subtraktionsuppgifter, som 32—
17 (Lopez Fernandez & Velazquez Estrella, 2011; Fiori & Zuccheri, 2005; Flores,
2009). Elevers forstaelse av olika typer av subtraktionsproblem forekommer bland
annat vid ldsuppgifter, men &ven svarigheten med att forstd relationen mellan
subtraktion och addition och hur de kan anvénda sig av olika strategier for att 16sa
subtraktionsproblem (Peters et al., 2012; Lemaire & Callies, 2009; Torbeyns &
Verschaffel, 2016). Resultaten som patréffades for hur ldrare kan ge elever majlighet
till progression var frimst anvéndning av konkret material, for att oka elevers
forstaelse (Page, 1994; Thompson & Van de Walle, 1984; Flores, 2009; Robinson &
Dubes, 2013). Larare behover tanka pa att anvinda olika strategier for att elever ska
f& kunskapen av att anvinda sig av flera olika strategier vid problemldsning i
subtraktion (Olteanu & Olteanu, 2012; Peters et al., 2012). Léarare maste ge elever
mdjlighet till att kommunicera for att det kan 6ka deras forstaelse for begrepp inom
subtraktion (Thompson & Van de Walle, 1984; Page, 1994).

6 Diskussion

I foljande kapitel kommer diskussionen av metoden, resultatet och vidare forskning
att redogoras. Kapitlet inleds med en resultatdiskussion, déarefter en diskussion om
metoden som anvénds i denna systematiska litteraturstudie. Avslutningsvis diskuteras
det om eventuell vidare forskning inom omradet.

6.1 Resultatdiskussion
I detta avsnitt kommer resultatet av den systematiska litteraturstudien att diskuteras
utifran de teoretiska perspektiv och ramverk som har hittats. Diskussionerna kommer



Linneuniversitetet
Kalmar Vixjo

dven handla om elevers svérigheter i omradet subtraktion och hur lirare kan ge elever
progression i omradet.

6.1.1 Teoretiskt perspektiv och ramverk

I den systematiska litteraturstudien granskades tidigare forskning for att ta reda pa
vilka teoretiska perspektiv och ramverk som finns i utvalda publikationerna.
Publikationerna kan tolkas pd olika sitt utifran vilket teoretiskt perspektiv och
ramverk som de innehéller.

I borjan av lasningen fanns det svérigheter att finna vilka teoretiska perspektiv och
ramverk som fanns i publikationerna. De teoretiska perspektiven fanns endast
utskrivet 1 ett fatal publikationer. De publikationer som inte hade nagon teori eller
ramverk fick kopplas till teoretiska begrepp. Efter att ha granskat publikationerna
uppticktes tre teorier, kognitiva-, sociokulturella perspektivet och variationsteorin.
Dessa tre teorier har hjilpt oss att forstd och tolka publikationerna utifran
fragestéllningarna i denna studien. Det ramverk som vi hittade var CRA som hjélpte
oss att forsta larares roll i att undervisa elever och ge dem progression i omradet
subtraktion. Flera andra publikationer anvinder sig av liknande sétt.

6.1.2 Svarigheter i subtraktion

Efter att ha last och analyserat tidigare forskning har det visat sig att det finns flera
svérigheter for elever i omradet subtraktion. I flera av de lista publikationerna tar
forskare upp att elever har svarigheter att forstd positionssystemet och relationen
mellan subtraktion och addition, vilket d&ven gor det svarare for elever att hantera lds-
och problemlosningsuppgifter. I publikationerna menar forskarna pa att elever ofta
saknar den begreppsliga forstaelsen for algoritmer i subtraktion. Detta leder ofta till
att det blir fel vid berékning av subtraktionsuppgifter. Flores (2009), Robinson &
Dubes (2013), Peters, et. al., (2012), Torbeyns och Verschaffel (2016) skriver om
elevers svarighet att forstd sambandet mellan addition och subtraktion eller hur de
saknar forstaelse for hur de kan anvinda sambandet pa ett flexibelt sétt, exempelvis
ndr det &r lattare att rdkna upp vid en subtraktionsuppgift istillet for att ta bort. Detta
lyfter aven Mclntosh (2016) att det &r viktigt att elever forstar sambandet for att kunna
forsta och anvinda sig av fler olika réknestrategier. Om elever behirska relationen
mellan addition och subtraktion kommer elever enklare 16sa subtraktionsuppgifter
genom en effektiv strategianvéndning. Enligt kursplanen i matematik ska elever
forsta sambandet mellan olika begrepp och vilja lamplig metod for att 16sa
rutinuppgifter (Skolverket, 2019b).

En del av forskningen visar att elevers forstaelse av positionssystemet dr en svérighet
i subtraktion. Detta kan vi sjilva intyga enligt egna erfarenheter nér elever kastar om
talordningen i subtraktion for att kunna losa uppgiften utan att behova lana. Oftast
sker det nir elever anvéinder sig av uppstéllningsstrategin. Elever kan glomma att ldna
och vénder istéllet pé siffrorna, exempelvis nér elever ska rdkna 2—7, rdknar de ut 7—
2 for att slippa lana. Ett annan svérighet kan vara att elever missar att de har lanat ett
tiotal. Ett exempel dr 22—17, elever lanar ett tiotal for att kunna subtrahera 2 med 7
men i ndsta steg riknar eleverna tiotalen 2—1 istéllet for 1-1. Svarigheten kan &ven
framkomma nér elever ska utfora tio 6vergangar, dir det delar upp talet i mindre delar
for att kunna berdkna subtraktionen. Denna strategi blir for oftast komplicerad for
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elever med daligt arbetsminne eftersom det 4r méanga steg att komma ihag (Malmer,
2002).

Resultatet visade att olika representationsformer av subtraktionsuppgifter kan
paverka elevernas tolkning och forstaelse av strategival. Thompson och Van de Walle
(1984) tar upp att om elever bara blir undervisade i “ta bort” problem forsémras deras
flexibilitet  att anvinda  flera  olika  strategier = inom  subtraktion.
Matematikundervisningen ska ge eleverna forutséttningar att utveckla och framja sin
forméga att kunna vélja metod och strategi (Skolverket, 2019b).

Slutsatsen som vi kan dra utifran de lasta publikationerna &r att det finns flera olika
svarigheter for elever i omradet subtraktion. Manga av svarigheterna beror pa
elevernas bristande kunskaper inom positionssystemet, strategival och se sambandet
mellan viktiga begrepp inom subtraktion.

6.1.3 Progression

En av forskningsfrdgorna i denna systematiska litteraturstudie dr hur ldraren kan ge
eleverna progression inom omréadet subtraktion. I flertalet av publikationerna visas
det att anviandning av konkreta material 0kar elevernas forstaelse for subtraktion och
minskar vanliga fel, exempelvis som att 1dna vid vissa subtraktionsuppgifter. Detta
kan kopplas till inledningen och Malmer (2002) dér hon menar att anvidndning av
konkret material kan tydliggdra tankegangarna hos elever. Forfattarna till flertalet av
publikationerna anvénder sig av det konkreta materialet pa lite olika sdtt men
sammanfattningsvis bestar alla av 3 nivaer. Forsta nivan anvdnds konkret material
och verbal kommunikation. Andra nivan ar representationell, exempelvis att eleverna
malar istéllet for att anvinda konkret material men anvinder sig dven av verbal
kommunikation samt siffror. Sista nivén &r abstrakt och eleverna ska kunna anvénda
sig av enbart siffermening, alltsd en mening med tal, exempelvis 37-29. Genom att
anvianda sig av dessa nivaer kan uppgifterna anpassas till elever pad olika
kunskapsnivéer, vissa elever kanske forstar pa en gang och kan ga vidare till den
abstrakta nivan snabbare. Medan elever som har det svart inom det omradet i
subtraktion kan behdva gé igenom péa det konkreta stadiet flera gdnger for att skapa
sig en béttre forstaelse for uppgifterna.

Elevernas bristande kunskap i anvéndning av olika strategier vid losning av
subtraktionsuppgifter beror bland annat pa att manga laromedelsbocker i matematik
endast anvinder sig av ta bort problem. Vid ta bort problem associerar elever direkt
med subtraktion &ven om det finns andra strategier som gor det enklare for elever att
16sa problemen (Peters, et. al., 2012). Det blir litt en trygghet for lararna att anvanda
sig av samma strategi eftersom de har enklare for sin valda strategi. Lararen behover
anvénda flera olika strategier for att s& manga elever som mdjligt ska kunna na mélen,
eftersom alla elever har olika behov och forutséttningar for att 14ra. Undervisningen
ska enligt kursplanen i matematik ge eleverna forutsittningar att kunna vérdera och
reflektera Over vald strategi nér de ska losa matematikproblem (Skolverket, 2019b).

Peters et. al. (2012) samt Lemaire och Callies (2009) anvénder sig av
delningsstrategier for att ldttare kunna 16sa subtraktionsuppgifter. Detta dr nagot som
vi har uppmirksammat utifrdn vara erfarenheter i skolan, men dér anvénds ofta
delning vid en sé kallad tom tallinje. Den tomma tallinjen kan hjilpa elever att dela



Linneuniversitetet
Kalmar Vixjo

upp talen de ska subtrahera i mindre delar, alltsd gora hopp. Med hjélp av denna
strategi kan elever dven Oka sin forstaelse for relationen mellan subtraktion och
addition, eftersom de kan bade rdkna uppat med hjélp av addition eller rdkna nerét
med hjélp av subtraktion vid 16sning av subtraktionsuppgifter. Den tomma tallinjen
ar speciellt bra att anvianda for elever med daligt arbetsminne som har svart for att
hélla delningsstrategin i huvudet (Peters et. al. 2012; Lemaire & Callies, 2009). En
del elever behdver tréna pa sina minneskunskaper for att forsta kombinationen mellan
subtraktion och addition. Detta &r mojligt genom att eleverna far en strukturerad
undervisning med béade spel, konkret material eller praktiskt utférande som hjélper
dem befasta dessa kunskaper (McIntosh, 2016).

Anvindningen av matematiskt sprak &r ett viktigt redskap i elevers ldrande i
subtraktion. Med hjélp av aktiviteter kan ldraren fér eleverna att diskutera, samtala
och argumenterar, vilket okar elevers tankeprocess kring subtraktion (Malmer 2002).
Ett av malen som elever ska uppnd i kursplanen inom matematik ar att kunna
kommunicera och samtala om matematik (Skolverket, 2019b). Larare maste se till att
diskussioner och samtal halls pa elevernas kunskapsnivd. Om kunskapsnivan pa
kommunikationen dr for hog blir det svart for eleverna och samtalen ger ingen effekt.
Darfor ar det viktigt att elever far samtala med andra pa samma kunskapsniva for att
utveckla sitt ldrande inom subtraktion (Thompson & Van de Walle, 1984). For att ge
dem en mdjlighet att Oka sin fOrstaelse for subtraktion kan ldrare koppla
subtraktionsuppgifterna till elevers egna erfarenheter (Lopez Fernandez & Velazquez
Estrella, 2011; Page, 1994).

Slutsatsen som kan dras 4r att ldrare méste arbeta med sin undervisning pé ett kreativt
sitt genom att anvdnda redskap som konkreta material, olika strategier och
kommunikation for att vidga elevers forstaelse och kunskaper i subtraktion.

6.2 Metoddiskussion

I foljande avsnitt diskuteras metoderna som anvidnds i1 denna systematiska
litteraturstudie, samt de styrkor och svagheter som finns med tillvigagangssattet.

Vi intresserade oss for svarigheter som finns inom omradet subtraktion och hur larare
kan hjélpa elever att undvika eller arbeta med dessa svarigheter. Detta resulterade i
syfte och fragestéllningar som inkludera det. Det valdes att gora en systematisk
litteraturstudie, dar tidigare forskning sammanstills och anvinds som grund for
studien. For att hitta publikationer som kan anvindas for studien gjordes en
databassokning i ERIC. Sokorden valdes ut frén syftet och fragestédllningarna. En av
svérigheterna var att hitta rétt sokord, da sokningen skedde pé engelska. Ett annat fel
som kan ha uppstd ar nir texterna tolkas och Oversitts fran engelska. Eftersom
engelska inte dr vart modersmal kan begrepp tolkas olika. En svaghet var dven att vi
saknade tidigare erfarenhet av att soka i denna typ av databas. Vi tog hiansyn till den
forskningen som var trovirdiga, etisk granskad och peer-reviewed. En del av den
forskning som valdes ut var édldre adn inkluderingskriterierna 2000-2019, detta pa
grund av att den dndé var relevant till véar studie och innehdll framst olika strategier
for att elever enklare ska forsta subtraktion.
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Undersokningarna i publikationerna var gjorda i flera olika ldnder, vilket kan ge annat
perspektiv pa var studie. Eftersom skolorna ser olika ut i olika lédnder, &r det svart att
veta hur forskningen kommer fungera i den svenska undervisningen. Ytterligare
svarighet aterfanns nir bada fragestillningarna skulle besvaras i en och samma
publikation, de flesta inneholl den ena eller den andra fragestéillningen. De
publikationer som inneholl bada fragestillningarna hade mer av svarigheter i
subtraktion eller mer av hur léraren kan ge eleverna progression inom subtraktion.
Alla publikationerna som valdes ut begriansades med ar, men &dven vilken
arskurs/arskurser som publikationerna berorde. Tiden och storleken for arbetet har
avgransat antal publikationer som anvénts i litteraturstudien. De 10 publikationer som
valdes ut tidcker enbart en liten del av den forskning som gjorts inom omradet, darfor
kommer 6.3 att diskutera forslag pa vidare studier inom omradet.

En innehéllsanalys anvidndes som analysmetod nér publikationerna skulle granskas,
dé anvéndes tre olika fragor for att ldttare identifiera teman i publikationerna. Genom
att anvénda oss av dessa fragor holl vi oss till syftet och fragestéllningarna i studien.
For att tydliggora vilka resultat wvarje artikel gav upprittades ett
kategoriseringsschema (bilaga 2).

6.3 Vidare forskning
I f6ljande avsnitt diskuteras forslag pa vidare forskning som kan undersokas inom
omradet subtraktion.

Vidare forskning av detta omrade hade varit aktuellt, eftersom den forskning som tas
upp 1 denna systematiska litteraturstudie ar bara en liten del av de svérigheter och
progression som finns inom omradet subtraktion. En djupare forskning i omradet
subtraktion behovs for att ta reda pa varfor de flesta elever har svarare med
subtraktion dn med addition. En fordjupning skulle kunna vara att ta reda pa om elever
i Sverige har svérigheter inom subtraktion. I s& fall undersoka om det 4r samma
svérigheter som elever i andra lander har eller om svérigheterna skiljer sig at. Kan
undervisningen som finns i olika ldnder i sa fall vara till hjalp for att minska
svérigheterna som finns inom subtraktion i den svenska undervisningen?

En annan mojlighet ar att undersdka svérigheter for larare med subtraktion. Var finns
svarigheterna med att undervisa i subtraktion, hur kan ldrare arbeta vidare med det?
Skiljer sig uppfattningar av svérigheter mellan ldrare och elever? Detta &r fragor som
har vackts hos oss under arbetets gang och &r intressanta att forska vidare om. Vi har
ddremot inte upptickt nagra skillnader mellan genus i var studie eller forskning om
hur kunskapen om subtraktion skiljer sig mellan olika kon.

Sammanfattningsvis finns det en del forskning gjord inom omradet men det finns

mycket kvar att forska om, som hade varit relevant till var studie samt for framtida
studier inom omrédet.
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9.2 Kategoriseringsschema
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Lemaire, P., & Callies, S. Elevernas svarigheter ar att forsta fullstdndiga Niér eleverna ska l0sa horisontella subtraktionsuppgifter sa ar
(2009). Children's strategies | Teor: och delvis sonderdelningsstrategin. Elever har det lattast att lira dem att anvénda sig av
in complex arithmetic Kognitivt ocksd svérigheter att forstd horisontell och sonderdelningstrategin. Eleverna blir inte lika forvirrade som
vertikal utrdkning med l&na- och inte lana nir de anvinder sig av nedbrytnigstrategin.
metod.
Torbeyns, J., & Verschaffel, L. Ibland introduceras eleverna till Matematikundervisningen méste grunda sig pé hur lararen kan
(2016). Mental computation or | Teori: standardalgoritmer for tidigt, vilket gor det svart | frimja elevernas kreativa tdnkande for att stimulera det
standard algorithm? children's | Socialkulturella | for dem att kombinera olika rédknestrategier. flexibla ténkande som hjélper eleverna till att tilldmpa sig olika
strategy choices on multi-digit 16sningsstrategier.
subtractions.
Peters, G., De Smedt, B., Bristande forstaelse mellan relationerna addition | Léraren ska uppmuntra elever till att anvinda sig av olika
Torbeyns, J., Ghesquiere, P., & | Teori: och subtraktion gor det svart for eleverna att 16sningsstrategier for att pa ett flexibelt sitt 16sa
Verschaffel, L. (2012). Kognitivt behédrska eller blanda olika raknestrategier. Det subtraktionsuppgifter. Lararen maste sjdlv anvénda och visa
Children's use of subtraction sker nér lararen inte visar olika strategier utan olika I9sninsstratgeier sa att eleverna med hjélp lér sig andra
by addition on large single- bara héller sig till en strategi. strategier kan utvecklar en tankeprocess kring
digit subtractions. 16sningsstrategier.
Olteanu, C. & Olteanu, L. Léararna maste utveckla formagor som kan identifiera elevernas
2012, "Improvement of Teori: svérigheter i subtraktion. Genom férmégorna kan liraren
Effective Communication--The | Socialkulturella identifiera eventuella brister i sin egna undervisning. Detta kan
Case of Subtraction leda till att l4raren kan variera sin undervisning och ge olika
representationsformer av omrédet for eleverna. Detta kommer
att forbittra elevernas forstaelse kring omradet subtraktion.

Fiori, C., & Zuccheri, L. Forfattarna belyser att positionssystemet och Léararen kan utveckla elevernas forstaelse genom att arbet mer
(2005). An experimental Teori: anvindning av l&nemetoden ar en svarighet for med sambandet mellan addition och subtraktion for att ge

Kognitivt eleverna. Svérigheten framtrader extra nér nollan | eleverna en forstaelse for bade lana och uppriknings strategin.
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research on error patterns in
written subtraction.

ar med i ett tal. Forfattarna menar pé att nollans
position i talet gor det svarare for eleverna att
behirska lanemetoden.

Lopez Fernandez, J. M., &

Att stélla upp subtraktion problem visar sig vara

For att ge eleverna progression kan ldrarna anvinda sig av

Velazquez Estrella, A. (2011). | Teori: svart for eleverna eftersom de har svarigheter att | vardagliga situationer i undervisningen for att hjilpa eleverna
Contexts for column addition Kognitivt behédrska positionssystemet. Eleverna blir att 6kad forstaelse av subtraktion. Lararen kan ocksa anvédnda
and subtraction. forvirrade nér de ska lana i uppstillningen sig av konkret material for att fortydliga

och vinder latt pa talordningen for att inte representationsformen.

behdva lana. Forfattarna tar d&ven upp elevernas

svarigheter att forsta lasuppgifter som de inte kan

relatera till.

Thompson, C. S., & Van, d. Subtraktionsproblemets representationsform visar | Lararen kan motverka detta genom att lata eleverna arbeta med
W. (1984). Let's do it: Teori: sig forsvara eleverna strategival. Nar elever konkret material, verbal kommunikation och siffermening (det
Modeling subtraction Socialkulturella | endas l6ser “ta bort” problem associerar dem till | abstrakta). Lararen kan tillimpa spel som spelas tillsammans
situations. direkt subtraktion dven fast upprakningstrategin | for att utvecklar eleverna i dessa ovan ndmnd saker.

hade varit enklare.

Page, A. (1994). Helping Forfattaren skriver om elevernas svarigheter att Léraren kan arbeta med konkret material for att bearbeta
students understand Teori: utfor praktiska uppgifter genom att anvind sig av | elevernas svarigheter. Genom att anvianda olika matematiska
subtraction Socialkulturella | konkret material till att bara anvinda sig begrepp och fortydliga begreppen genom konkret material kan

numeriska siffermening, alltsa den abstrakta
representationsformer.

elever utveckla en forstaelse av subtraktion.
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Flores, M. M. (2009).

Forskarna i den texten visat att anvindningen av Concrete-

Teaching subtraction with Ramverk: Det dr viktigt att eleverna har en begreppslig | representataional-abstrac (CRA) ger en effektiv undervisning
regrouping to students CRA formaga fér. att fdrs‘téi Ealets virde ndr de ska | i materr}atik. Elevema kan med hj alp av CRA tréna pd hur de
experiencing difficulty in utveckla berdkning formagan. kan uth{a subtraktion genom att f6lja dessa steg:
mathematics. A) Uppticka tecknet

B) Lésa problemet

C) Utrdkningen genom siffror eller rita.

D) Skriv svaret
Robinson, K. M., & Dube, A. Elevers har bristande begreppsforstaelse och har | Lararen kan anvénda sig av konkret material for att
K. (2013). Children's additive | Teor: svdrigheter att associationerna mella subtraktion | forbittringar den konceptuell forstielse av inversion.
concepts: Promoting Kognitivt och addition.

understanding and the role of
inhibition
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